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  ت 

  مقدمه
هاي تحقيق در عمليات مطرح  يكي از انواع مسألهتوان به عنوان  را مي گيري  هر مسأله نيازمند تصميم

گيري سريع و صحيح  گيري وجود دارد، ولي از آنجاييكه تصميم هاي متعددي براي تصميم امروزه روش. كرد
هاي گوناگوني در  هايي مناسب براي حل مشكلاتشان ياري نمايد، شاخه تواند مديران را در اتخاذ راهكار مي

با (هاي گسسته  ريزي خطي با متغير توان از آن جمله به برنامه د آمده است، كه ميتحقيق در عمليات به وجو
ريزي پويا و  ، برنامه)اعداد صحيح هاي متغير با خطي ريزي شمار يا برنامه خطي ريزي هاي متداول برنامه نام

 .نظريه صف اشاره كرد
هاي  هاي فرموله کردن مسأله ه روشسپس ب. کنيم در اين جزوه ابتدا برخي از مفاهيم پايه را مرور مي

ريزي  هاي كلاسيك حل آن و در ادامه به روش برنامه و روشهاي اعداد صحيح  متغير خطي با ريزي برنامه
آشنا  خطيغير ريزي برنامهبا مسائل  پردازيم و در نهايت ريزي مي هاي برنامه مسأله برخی  پويا در حل

  ..ميشويم
    



  ث 

 تشكر و قدرداني
اي متن  سازي رايانه اوان سركار خانم مهندس سلاله نقاش زاده يزدي كه مسئوليت آمادهاز زحمات فر

هاي فراواني را پيشنهاد و پياده کردند و ساير  اوليه را به عهده گرفتند، آقاي مهندس عمار کلانکي که بهبود
  .گردد اند، بدينوسيله قدرداني مي دانشجوياني که پيشنهادات مفيدي را ارائه نموده
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 مرور مفاهيم پايه - فصل اول
  
  انواع جواب بهينه -۱- ۱

يك  xسازي ناميم؛ اگر را يك جواب بهينه محلي يك مسأله بهينه xنقطه ١:جواب بهينه محلي •
، جوابي xو در يك همسايگي) مسأله صدق كندهاي  در تمام محدوديت(نقطه قابل قبول باشد 

  .وجود نداشته باشد xبهتر از
سازي ناميم؛  را يك جواب بهينه محلي اكيد يك مسأله بهينه xنقطه ٢:جواب بهينه محلي اكيد •

تنها جواب بهينه  xباشد و در يك همسايگي آن، نقطه) شدني(نقطه قابل قبول  يك xاگر
  .يگانه جواب بهينه محلي باشد xباشد يا به عبارت ديگر

جهاني يك مسأله را يك جواب بهينه  xنقطه ٣:جواب بهينه جهاني، سراسري، يا عمومي •
يك نقطه شدني باشد و در فضاي قابل قبول آن مسأله، جوابي بهتر از xسازي ناميم؛ اگر بهينه

x وجود نداشته باشد.  
سازي ناميم؛  سأله بهينهرا يك جواب بهينه جهاني اكيد يك م xنقطه ٤:جواب بهينه جهاني اكيد •

تنها جواب  xباشد و در فضاي قابل قبول آن مسأله، نقطه) شدني(يك نقطه قابل قبول  xاگر
  .يگانه جواب بهينه جهاني باشد xبه عبارت ديگر بايد. بهينه باشد

  
  بمجموعه محد - ۲- ۱

اي محدب است كه اگر هر دو نقطه از آن را به هم وصل كنيم تمام نقاط  مجموعه :تعريف هندسي
  .خط حاصل متعلق به آن مجموعه باشد پاره

  :يك مجموعه محدب است اگر S:تعريف جبري
  

( , , : 0 1) (1 )x x S x x x Sα α α α′ ′′ ′ ′′∀ ∈ ∀ ≤ ≤ ⇒ + − = ∈  
  

چپ يك مجموعه محدب و ديگري يك مجموعه غير  به عنوان مثال از دو مجموعه زير مجموعه سمت
  .باشد يمحدب م

  
                                                

١ Local Optimum Solution 
٢ Strict Local Optimum Solution 
٣ Global Optimum Solution 
٤ Strict Global Optimum Solution 



 

 

  
  

1اگر  :نكته 2, ,..., ms s s 1هاي محدب باشند، اشتراك همه آنها مجموعه( ... )mS s s= I I  نيز يك
  .مجموعه محدب خواهد بود

  
  تابع محدب و تابع مقعر - ۳- ۱

بر  fبنابراين تابع. شود تابع محدب همواره برروي يك مجموعه محدب تعريف مي :محدب تعريف تابع
را در نظر بگيريم  Sمتعلق به ′′xو ′xيك تابع محدب است؛ اگر هر دو نقطه دلخواه Sروي مجموعه محدب

  :داشته باشيم
  

( )

( , , : 0 1 )
( 1 ) ( ) (1 ) ( )

x x S
f x x f x f x

α α
α α α α

′ ′′∀ ∈ ∀ ≤ ≤ ⇒
′ ′′ ′ ′′+ − ≤ + −

  

  
مفهوم رابطه فوق اين است كه اگر دو نقطه دلخواه . شود يده ميتركيب خطي فوق يك تركيب محدب نام

 خط بايد روي منحني يا بالاي منحني هخط به هم وصل كنيم، تمام نقاط پار  هتابع را با يك پارآن  بر روي
  . تابع قرار بگيرد آن

مقعر است؛  hمحدب باشد، يا به عبارت ديگر تابعآن  تابع مقعر تابعي است كه منفي :تعريف تابع مقعر
  :باشيم اگر براي هر دو نقطه دلخواه مربوط به مجموعه محدب مورد نظر داشته 

1 2

1 2 1 2( )

( , , : 0 1 )
( 1 ) ( ) (1 ) ( )

x x S
h x x h x h x

α α
α α α α

′∀ ∈ ∀ ≤ ≤ ⇒
+ − ≥ + −

  

  
  .محدب باشد −fمقعر است اگر و تنها اگر fتابع :۱نكته 
)تابع خطي هم محدب است و هم مقعر، زيرا طبق تعريف اگر :۲نكته  )t x خطي باشد داريم:  

1 2 1 2( )

: 0 1
( 1 ) ( ) (1 ) ( )t x x t x t x

α α
α α α α

∀ ≤ ≤ ⇒
+ − = + −

  

  
0aباشد، آنگاه براي هر Sدب بر روي مجموعه محدبيك تابع مح fاگر :۳ نكته ≥،a f  نيز يك تابع

)2براي مثال چون. محدب است )f x x= ،2يك تابع محدب است( ) 5g x x= نيز يك تابع محدب است.  
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  مسأله محدب - ۴- ۱
سازي زير يك مسأله محدب  يك مجموعه محدب باشد، مسأله بهينه Sيك تابع محدب و fهنگاميكه

  :شود ناميده مي
  

{ }( )

min ( )

s.t. 0, , 1, ,i i

f x

x S x x g x b i m∈ = ≥ ≤ = L
  

يك جواب بهينه جهاني نيز آن  واب بهينه محليمحدب است، هر ج مسألهاگر بدانيم يك  :۱ نكته
  . غيرخطي بسيار مهم است ياه مسألهاين خاصيت در . باشد يم
محدب  مسألهنيز يك  آن مسأله اگر يك تابع مقعر را روي يك مجموعه محدب حداكثر كنيم، :۲ نكته

  . است
محدب است  مسألهك هر تابع هدف خطي كه بر روي يك مجموعه محدب تعريف شده باشد، ي :۳ نكته

  .باشد ينيز م  يلذا هر جواب محلي يك جواب عموم
  

  :تمرين
  .نيز يك تابع محدب استآنها  دو تابع محدب باشند، آنگاه مجموع 2fو  1fثابت كنيد كه اگر  - ۱
  .محدب است مسألهزير يك  مسألهثابت كنيد كه  - ۲

  
min

s.t.

0

z cx
A x b
A x b
A x b
x

=

′ ′≤
 ′′ ′′=
 ′′′ ′′′≥
 ≥

  

  سيمپلكس تجديد نظر شده -۵- ۱
اين . است ريزي خطي روش سيمپلكس تجديد نظر شده  هبرنام ياه مسألهاي كارا براي حل ه يكي از روش

  .كند يرا حل م مسألهاي سيمپلكس، بدون انجام عمليات زائد ه روش با استفاده از كليه اصول و گام

 قعرم نه محدب و نه مقعر حدبم



 

 

[ ]

[ ]

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

1 2

max

s.t.
0

[ , , , ]
[ , , , ]

, , ,

T
n

n

n

n
n

m m mn

T
m

z cx
Ax b
x

x x x x
c c c c

a a a
a a a

A a a a

a a a

b b b b

=

≤
 ≥

=

=

 
 
 = =
 
 
 

=

K
K

L
L

L
M M O M

L

K

  

  
  :آيد يبه صورت زير در م مسألهاي كمكي، ه در صورت اضافه شدن متغير

  

[ ]1 2

max

s.t.
0

1 0 0
0 1 0

, ,...,

0 0 1

T
m

z cx
Ax Is b
x

I s s s s

=

+ =
 ≥
 
 
 = =
 
 
 

L
L

M M O M
L

  

  
اي مستقل ه اي اساسي مساوي با تعداد محدوديته دانيم كه در روش سيمپلكس تعداد متغير يم

]ماتريس. باشد يم ]AI ا تشكيل شده، ماتريسيه ها در محدوديت كه از ضرايب كليه متغير( )m m n+ است .
ماتريس ضرايب . هاي اساسي و غير اساسي قابل تقسيم است اين ماتريس به دو ماتريس ضرايب متغير

به همين ترتيب تمام . شود نمايش داده مي Nهاي غير اساسي با و ماتريس متغير Bهاي اساسي با متغير
)هاي اساسي هاي مسأله نيز به دو گروه متغير متغير )BX اي غيراساسيه ومتغير( )NX قابل تقسيم است .  
  
  هاي روش سيمپلكس تجديد نظرشده گام - ۵-۱- ۱

  :تعيين وجود شرط بهينگي :۱گام 
1اي غيراساسي در تابع هدف را با استفاده از روابطه در هر تكرار ضرايب متغير

BY C B−=  و
C C YA= − ايد و  ه اگر اين مقادير همگي غير منفي باشند، به جواب بهينه رسيد. پيدا كنيد +

  :شود يجواب بهينه با استفاده از روابط زير محاسبه م
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bB
YbbBCz B

1
B

1

X −

−

=

==  

  
اين متغير . است انتخاب كنيد ر اين صورت متغيري را كه داراي کوچکترين ضريب منفي در غي

  .متغير ورودي به پايه است
  

  :تعيين متغير خروجي :۲گام 
در . ا استه انتخاب متغير خروجي مستلزم در اختيار داشتن ضرايب متغير ورودي در محدوديت

شده و به وسيله رابطه زير   هنشان داد jaرا باآن  شد ضرايب فعليورودي با jxصورتي كه متغير
  :شود يمحاسبه م

jj aBa 1−=  
را از رابطه زير براي ضرايب مثبت ) اه اعداد سمت راست محدوديت(اي اساسي فعلي ه مقدار متغير

  . آوريم يستون لولا به دست م
  

1

min 0 , 1,....,

B

k i
iji

kj ij

X B b b

b b a i m
a a

−= =

  = > = 
  

  

  
 kjaهمچنين . گردد ام سطر لولا خواهد بود كه متغير پايه آن از پايه خارج مي kآنگاه محدوديت

  .باشد مي) عدد لولا(عنصر چرخش لولايي 
  

  :جديد −1Bتعيين :۳گام 
جديد را از رابطه زير به دست آوريد و به گام اول  B−1هاي اساسي جديد را معين كرده و متغير

  . بازگرديد
  

1 1
NEW OLDB UB− −=  

  
ن بردار زير ام آkرا انتخاب و به جاي ستون I)واحد(يك ماتريس هماني  Uبراي به دست آوردن

  .نماييم را جايگزين مي



 

 

































−

−

−

−

−

=

+

−

jm

jk

jk

j

j

kj

a

a

a

a
a

a

,

,1

,1

2

1

1
1

M

M

µ  

  :جدول اوليه

  
  

,0,1ييبار تكرار عمليات چرخش لولا kبعد از 2,k = K داريم:  
  

  
 :مثال

[ ]

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

max 60 30 20
8 6 48
4 2 1.5 20

. .
2 1.5 0.5 8

0, 1,2,3

48 8 6 1
20 4 2 1.5 60 30 20
8 2 1.5 .5

, , 0, 0

( 60, 30, 20)

j

B B

z x x x
x x x
x x x

s t
x x x

x j

b A c

B I B X S C Y

C

−

= + +
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  :۲و۱اي ه گام

  

1خروجي 3
48 20 8min , , 4
8 4 2

x s → = → 
 

  ورودي به پايه 

  
  :عبارتست از ييبنابراين عنصر چرخش لولا

  
31 2a =  
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0 1 0 0 1 2
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I U

 −      = → = −        
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ز يخروجي را ن. باشد يورودي به پايه م 3xباشد و  يباشد، پس جدول بهينه نم يمنفي م 3xچون ضريب

  :كنيم يبا تست نسبت مشخص م
  

1 0 4 1 1
1 0 1 2 1.5 0.5.3 .3

0 0 0.5 0.5 .25
B A A

− −     
     − = = − =     
          

  

[ ]
48

1 0 1 2 20 4, 432
8

b B b b b
 
 −= ⇒ = − = = 
  

  

  

3x 2ورودي به پايه وs خروجي{ }4 4min , 80.5 0.25 = →  
  

  :و عنصر چرخش لولايي عبارتست از
  

( )
23

1 3 1

0.5
, ,B

a
X s x x

=

=
  

  
  :كنيم مي Iرا جايگزين ستون دوم µبردار 
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  :باشد ياي غيرپايه مثبت شدند، اين جواب بهينه مه چون تمام متغير
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  .باشد يمثال فوق به شکل زير م بهينهجدول 

  



 

 

  
  

  :يرات پارامترهايبا دامنه تغ
  

103/20,2416,24
5.2215,35,8056

321

321

≤≤≤≤≤
≤≤≤≤≤

bbb
ccc  

  
  :تمرين

  :مسئله زير را با روش سيمپلکس تجديد نظر شده حل کنيد
  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 3 2 4
2 8 6 10

s.t. 6 5 8 15
0, 1, 2,3i

Z x x x
x x x
x x x

x i

= + +

+ + ≤
 + + ≤
 ≥ =

  

  

 1x 2x 3x 1s 2s 3s مقدار پايه
z 280 0 5 0 0 10 10 
1s 24 0 2− 0 1 2 8− 
3x 8 0 2− 1 0 2 4− 
1x 2 1 1.25 0 0 0.5− 1.5 
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  شمارريزي  برنامه - فصل دوم 
  
 مقدمه - ۲-۱

  هقرار گرفتند، همگي پيوست يمورد بررس ۱خطي كه در درس تحقيق در عمليات  ريزي هاي برنامه مدل
به عنوان مثال به . توانستند اعداد كسري به خود بگيرند يگيري ممياي تصمه بودند؛ بدين معني كه متغير

اما در مواقعي . مثل مايعات را توليد كرد  يگالن از محصول قابل تقسيم ۷۵/۱۰۲سادگي امكان دارد 
  .يري عدد صحيح به خود بگيرندگ يماي تصمه اي كسري واقع بينانه نيستند و بايد متغيره جواب

  :ير را در نظر بگيريدز مسألهبه عنوان مثال 

( )

( )
( )

1

1

max

1, ,

. . 0 1, ,

for all or someof 1, ,

n

j j
j

n

ij j i
j

j

j

z c x

a x b i m

s t x i m

x j n

=

=

=


= =

 ≥ =


∈ =


∑

∑ K

K

KZ

  

  
اگر در . شود يده مينام )يا گسسته شمار( اي مقدار صحيحه با متغير) خطي(ريزي  ه، برناممسألهاين 
ده يبا اعداد مختلط نام) خطي(ريزي  ها صحيح و برخي كسري باشند، برنامه برخي از متغير مسألههمين 

 ياه مسألهاي اساسي حل ه هريزي با اعداد صحيح و شيو هبرنام يساز دلدر اين قسمت با م. شود يم
 .شويد يآشنا م ريزي با اعداد صحيح و مختلط  هبرنام

 
  هاي صحيح هايي با متغير مدل -۲-۲

کنند که مقادیر ریزي خطی تنها زمانی متغیرهاي تصمیم مفهوم پیدا میدر بسیاري از مسائل برنامه
بودن  صحیحاین گونه مسائل را که . باشندمقادیر غیرصحیح قابل قبول نمی صحیح به خود بگیرند و

ریزي صحیح سازد مسائل برنامهریزي خطی متمایز میمتغیرهاي تصمیم آنها را از مسائل معمولی برنامه
ت يمدر شروع براي بيان اه. تواند مطرح باشد يبا اعداد صحيح م يريز هكاربردي، برنام  هنيدر هر زم. گویند

مات يدر پشتيباني تصم يريزي با اعداد صحيح را كه نقش مهم هنه از برناميا، در اينجا سه زمه اين مدل
اي ممكن را ه هداده و توسع اي را ارائه  هاي پايه در هر حالت تنها مدل. كنيم يكنند، معرفي م يمديران ايفا م

  .دهيم يپيشنهاد م



 

 

 ٥بندي سرمايه هبودج مسأله - ۲-۲-۱
. اي بهينه را انتخاب كنيمه هبندي سرمايه، ما بايد از بين چند گزينه مطرح گزين هبودج مسألهدر يك 

را به  ۱و  ۰م، تنها مقادير ياي تصمه يعني متغير. باشد يم ۱و  ۰ريزي با اعداد صحيح  همورد نظر، برنام مسأله
  .گذاري است هي انتخاب سرمايبه معن ۱گذاري و  هبه معني عدم انتخاب سرماي ۰گيرند كه مقدار  يخود م

  :ن صورت در نظر بگيريميا را به اه ا و پارامتره اگر متغير
  

   jx  :گيري متغير تصميم
  jc  :گذاري امين سرمايه jسود حاصل از

  ija  :امين منبع iگذاري از امين سرمايه jميزان استفاده
  :ام iميزان موجود از منبع

ib  
  

  :شود يبه صورت زير فرموله م مسألهاين 

( )

( )

1

1

max

1, ,
s.t.

0,1 1, ,

n

j j
j

n

ij j i
j

j

z c x

a x b i m

x j n

=

=

=


= =


 = =

∑

∑ K

K

  

  
براي مثال . تر گردد يتواند خيلي غن يبندي سرمايه م هطقي، مدل بودجبا در نظر گرفتن ملاحظات من

گذاري روي يك واحد  همنوط به سرماي )iپروژه( روي يك خط توليد جديد گذاري سرمايهفرض كنيد 
ijاين وابستگي به سادگي توسط محدوديت. )jپروژه( توليدي قبلي است xx 0jيا  ≤ ix x− قابل فرموله  ≤

قبول شود، در اين صورت) توليد محصول جديد( iباشد و پروژه ix=1بدين معني كه اگر. كردن است
1=jx شود و اين بدين معني است كه پروژه يمj مثال ديگر در نظر گرفتن . بايستي انتخاب شود

14321به عنوان نمونه، محدوديت. اي ناسازگار استه هپروژ ≤+++ xxxx کند كه حداکثر يكي از  يبيان م
همچنين اگر بخواهيم دو پروژه هر دو انجام شود يا هيچ كدام انجام . تواند انجام شود ياين چهار پروژه م

ijمحدوديتنگيرد  xx 0jيا  = ix x−   .ميکن يرا به مدل اضافه م =
)3تابعی است پيوسته، زمان حل  ياه بايد در نظر داشت كه در مدل )O m كهm ا ه تعداد محدوديت

اي شمار هم تعداد ه اما در مدل. ديابيمايش افز ا زمان حل برنامهه باشد و با افزودن محدوديت يم
  . گذارند ريتاث مسألها بر روي زمان حل ه ا و هم تعداد متغيره محدوديت

اي ابتكاري در نحوه فرمولاسيون جهت ه توان از روش ي، در برخي موارد ممسألهکاهش زمان حل  يبرا
كدام باشد، به  م و يا هيچه پروژه با ۵انجام مثلا اگر محدوديت ما . ا استفاده كرده كاهش تعداد محدوديت

                                                
٥ Capital Budgeting 
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,,Lا را دوتا دوتا به صورت ه جاي اين كه محدوديت 3221 xxxx م اين چند يتوان يبنويسيم، م ==
1محدوديت را يكباره و به صورت 2 3 4 54x x x x x+ + + ديگر اگر محدوديت  ييا به عنوان مثال.  بنويسيم =

}ي از دو مجموعهما امکان انتخاب از يك }, ,r s tx x x و{ }6 7 8 9 10, , , ,x x x x x از دو فرم  يکيتوان از  يباشد، م
  :زير استفاده كرد
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  .اضافه نشده است مسألهكه در حالت دوم متغير جديدي به 
  
 پشتي كوله مساله - ۲-۲-۲

توسط دانتزیک ارائه شد و به خاطر کاربردهاي مستقیم در صنعت  50پشتی اولین بار در دهه مسئله کوله
بارگیري کشتی  مسئلهپشتی که به مسئله کوله]. 16[هاي تئوریکی، وسعت زیادي یافتو مدیریت و استدلال

وجود  بهزمانی این مسئله . است IPشود یکی از مسائل معروف بندي سرمایه یز شناخته میو مسئله بودجه
  .هاي مالی وجود داشته باشدمحدودیت  آید که تخصیص منابع بامی

اي ه بندي سرمايه تنها يك محدوديت منبع دارد، كه در علم مديريت يكي از مدل هترين مدل بودج هساد
  :شود يرود و به صورت زير بيان م يمهم به شمار م

  

1

1

max

s.t.
0,1 ( 1, , )

n

j j
j

n

j j
j

j

c x

a x b

x j n

=

=


≤


 = =

∑

∑
L

  

  
م يزيرا شبيه به وضعيتي است كه يك كوهنورد بايد تصم. شود يده ميپشتي نام هكول مسأله، مسألهاين 

است  jهمراه داشتن وسيله به ٦يتمطلوب jcدر اينجا. بگيرد چه وسايلي را درسفرش به همراه داشته باشد
0jaآن  كه وزن  bهدف حداكثر كردن مطلوبيت است بدين شرط كه بار همراه از. تلوگرم اسيک <

  . لوگرم تجاوز نكنديک

                                                
٦ Utility 



 

 

اي حل ه روش. برخوردار است يخط يريز هت زيادي در برناميمدل كوله پشتي از اهم يبه دلايل زياد
همچنين . حالت كلي هستنداي با اعداد صحيح در ه هاي حل برنامه پشتي نقطه شروعي براي روش همدل كول

 . معادل هستندآن  اي با اعداد صحيح باه هتوان نشان داد كه تعداد زيادي از برنام يم
  

0,1jxاگر حمل بيش از يك واحد از هر وسيله مجاز باشد، به جاي محدوديت  :نکته "از محدوديت " =
0 ,j jx x≥ ∈Z "کنيم استفاده مي . 

 
  با هزينه ثابت مرکز پخش يا توزيع ها  مسأله تعيين محل انبار - ۲-۲-۳

اي ه هاي حمل و نقل و هزينه هاي بين هزينه هاي توزيع بايد درباره ارزش معاوضه سيستم يساز در مدل
  .م گرفتيعملياتي مراكز توزيع تصم

انبار از كدام يك براي برآوردن تقاضاي  nعنوان مثال فرض كنيد مديري بايد تصميم بگيرد از ميان   به
m تصميمات مورد نظر شامل انتخاب انبار و مقدار حمل كالا از هر انبار . مشتري براي كالايي استفاده كند

  .به هر مشتري است
  :ميريگ يبراي اين مدل دو نوع محدوديت در نظر م

 .ن شوديا تامه براي هر مشتري بايستي از انبار jdتقاضاي .۱

 .شود كه انبار باز باشد يكالا از يك انبار تنها وقتي حمل م .۲
اي ثابت براي فعال کردن ه هاي انبارداري و هزينه هاي حمل و نقل و هزينه هتابع هدف مجموع هزين

  .استه انبار
  :ريمن صورت در نظر بگييا را به اه ا و پارامتره اگر متغير

  
  : باز باشد iاگر انبار
:  باز نباشد iاگر انبار

1
0iy 

= 


  

  ijx  :شود فرستاده مي jبه مشتري iمقدار كالايي كه از انبار
  i:  ifهزينه ثابت فعال كردن براي انبار

 iو نقل از انبار  به علاوه هزينه حمل iهزينه عملياتي درانبار
  :براي هر واحد از كالا jبه مشتري

  
ijc  

  
انبار باز باشد و اينکه آن  شود که ياز يک انبار کالا حمل م يبا در نظر گرفتن اين موضوع که تنها زمان

 :شود تواند زيادتر باشد؛ اين مسأله به صورت زير فرموله مي شده از مقدار كل تقاضا نمي كل كالاي حمل
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 بندي زمان مسأله -۲-۲-۴

هاي  شوند ذاتاً برنامه عنوان مي ٨بندي و مسيريابيو زمان ٧هايي كه تحت عنوان توالي عمليات تمام مسأله
 .هاي اعداد صحيح هستند با متغير

يك شركت . بندي پرسنل پرواز خطوط هواپيمايي را در نظر بگيريدبه عنوان يك مثال خاص زمان
 - عصر اصفهان  ۱اصفهان و يا پرواز  - صبح تهران  ۷مثل پرواز . براي پرواز داردهواپيمايي چند قطعه مسير 

  . ا انجام شونده ا به نحوي تنطيم كند كه تمام پروازه شركت بايد كادر خود رابراي مسير. مشهد
اگر . كنند يا مشخص مه ا را به مسيره يري، زمانبندي و تخصيص كادرگ يماي تصمه ن مدل، متغيريدر ا

  :ن صورت در نظر بگيريميا را به اه ا و پارامتره يرمتغ
  

  :تخصيص داده شود jاگر كادري به مسير
  :تخصيص داده نشود jاگر كادري به مسير

1
0jx 




  

  :باشد jدر مسير iاگر قطعه
  :نباشد jدر مسير iاگر قطعه

1
0ija 




  

  j:  jcهزينه تخصيص يك كادر به مسير
  

معروف است به  مدل تفکيک مجموعهول که به صورت ا. توان به دو صورت فرموله کرد يرا م مسألهاين 
  :صورت زير است

                                                
٧ Sequencing 
٨ Routing 



 

 

))       مدل تفكيك مجموعه ( )

( )

1

1

min

1 1, ,
s.t.

0,1 1, ,

n

j j
j

n

ij j
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j

z c x
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را در  iكند كه يك كادر پرواز بايد به يك مسيري كه قطعه پرواز يدر مدل فوق محدوديت اول ايجاب م

معروف است، اجازه  ها مجموعهکه به مدل پوشش  مسألهاين صورت دوم از . بر دارد، تخصيص داده شود
به صورت زير  ها مدل پوشش مجموعه. دهد كه كادر پرواز نيز مانند ساير مسافرين در هواپيما سوار شود يم

 :است

))       همدل پوشش مجموع ( )

( )

1

1

min

1 1, ,
s.t.
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n

j j
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n

ij j
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j

z c x

a x i m

x j n

=

=

=


≥ =


 = =

∑

∑ L
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∑براي مثال اگر 
=

=
n

j
jij xa

1
كنند تا بين  ورت دو كادر پرواز به عنوان مسافر پرواز ميباشد در اين ص 3

  .ها انجام وظيفه كنند قطعه پروازساير 
  
  تخصيص  مسأله -۲-۲-۵

خواهيم  مي. است ijcبرابر  jبه ماشين  ماشين داريم و هزينه تخصيص كار nكار و nفرض شود ما
متغير تصميم . ها طوري برقرار نماييم كه هزينه كل حداقل گردد ها و ماشين يك رابطه يك به يك بين كار

  :كنيم را به صورت زير تعريف مي
  

  :دتخصيص ياب jبه ماشين iاگركار
  :در غيراين صورت

1
0ijx 

= 


  

  
  :به اين شکل است مسألهمدل اين 
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( )

( )

( )

1

1

min
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ا ه همقادير عرضآن  توان به مدل تخصيص به عنوان يك مدل حمل و نقل كه در يبايد توجه داشت که م

 .ها برابر يك واحد است نگاه كرد تقاضاو 
 
  يا سيار گرد دورهفروشنده  مسأله -۲-۲-۶

 پس از. اشاره شد گرد دورهفروشنده  مسألهدر كتابي كه در آلمان به چاپ رسيد به  ۱۹۳۲در اوايل سال 
را دوباره معرفي کرد و شهرت اين شركت در اروپا  گرد دورهفروشنده  مسأله ٩شركت رند ۱۹۴۸در سال آن 

ا ذهن محققين ه در طول سال مسألهن ايآن  پس از. مشهور گردد گرد دورهفروشنده  مسألهسبب شد 
به  مسألهزيادي در باره حل اين  ياه همند را به خود معطوف داشته است؛ به طوري كه تا به حال مقال هعلاق

  .گردد يتوصيه م] ۱[براي اطلاعات بيشتر مرجع . چاپ رسيده است
شروع به حركت نموده و به هر شهر فقط يك بار وارد و خواهيم از يك شهر  يم. شهر داريم nفرض كنيد 

فقط يك بار خارج شويم و در انتها به شهر مبدا باز گرديم؛ با اين شرط كه مسافت طي شده كمترين مسافت 
آيد، تور  ينامند و به مسيري كه به اين صورت به وجود م يگرد م هفروشنده دور مسألهرا  مسألهاين . باشد

  .شود يگفته م
برابر باشد،  kو mبراي تمام مقادير mبه شهر kبا مسافت شهر kبه شهر mصورتي كه مسافت شهر در
  .نامند يرا نامتقارن م گرد دورهفروشنده  مسألهرا متقارن و در غير اين صورت  گرد دورهفروشنده  مسأله
احتياج داريم که از ايجاد زيرتور در جواب نهايي  يياه تي، به محدودمسألهفرموله کردن اين  يبرا

  . ستين مسألهبسته جدا از هم است که مطلوب  يمنظور از زيرتور مسيرها. کند يجلوگير
ijC است و n عداد كل شهرهابا فرض اينكه ت ام  j ام به شهر i رفتن از شهر) فاصله يا زمان(هزينه  

1ijx اي كه گونه هگيرند ب خود مي هرا ب ۱يا  ۰ها كه مقدار  x باشد با استفاده از متغيرهاي دوگانه اگر و  =
برابر  jو iهاي ام برويم مدل خطي اين مسأله با اين شرط كه انديس j ام به شهر iفقط اگر از از شهر

ها استفاده شده  U ي كه در آنها ازيها در اين مدل آن دسته از محدوديت ].۵[باشد اشند به صورت زير مينب

                                                
٩ Rand 



 

 

 jس از شهرام و سپ jام به شهر i براي مثال اگر از شهر. كنند است از ايجاد هر نوع زير تور جلوگيري مي
  :داشته باشيم ام برويم ميبايست kام به شهر

1j kU U− ≤ 1iو − jU U− ≤ −  
  

2i تا معادلات مربوطه صادق گردند كه با جمع اين دو نامعادله خواهيم داشت kU U− ≤   :اريملذا د −
  

1j iU U− 1kو  ≤ jU U− 2kو  ≤ iU U− ≥  
 

ام  kام و رفتن از شهر jام به شهر kام و رفتن از شهر iام به شهر jكه اين مقادير مثبت رفتن از شهر
مراجعه  ]۵[تا ] ۱[ به مراجع مسألهديگر اين  يها مدل يديدن برخ يبرا. كنند را غير ممكن ميام  iبه شهر
  نمائيد
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( )

( )
( )
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1
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تابعي آن  تركيبي قرار دارد كه زمان حل سازي بهينه ياه مسألهدر زمره  گرد دورهفروشنده   يعموم مسأله

  . باشد يا مه نمايي از تعداد شهر
ا، ه اي برقي، مشعله ا، قوسه مسيريابي ابزار، قالب. اي زيادي دارده كاربرد گرد دورهفروشنده  مسأله
دو بعدي و سه بعدي اي ه ها و بخاردهندگان براي توليد يك ويژگي خاص برروي يك قطعه از نمونه پرتوافكن

  .باشد يم گرد دورهفروشنده  مسأله
براي مثال يك  . باشد ياي توزيع كالا مه ، در مورد شركتمسألهاي مرتبط با اين ه يكي ديگر از كاربرد

ان مك mاي لبني را در نظر بگيريد كه بايد روزانه حمل و نقل كالاي خود را بهه هوردآشركت پخش فر
 مسألهتوان به كمك مدل  يم. وسيله نقليه در اختيار دارد tمختلف يك شهر انجام دهد و براي انجام اين كار

مكان را به حداقل ممكن كاهش و كار توزيع را  m، مسافت طي شده بين كارخانه و اينگرد دورهفروشنده 
اي حمل و نقل، بازدهي كار افزايش ه هاد وسيله نقليه انجام داد كه در نهايت با كاهش هزينبا كمترين تعد
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ا به ه مسألهدر اين گونه . شود ييابد و در مصرف سوخت و آلودگي هوا و حجم ترافيك كاهش ايجاد م يم
ما  مسأله ا و يا تفاوت حجم ترافيك در دو جهت يك خيابان دو طرفه،ه علت يك طرفه بودن برخي مسير

ت ياهم يعلاوه بر جنبه نظري از جنبه كاربردي هم دارا مسألهبنابراين اين . نامتقارن است مسألهيك 
  .باشد يم

اي دقيق و ه روش: شود ياستفاده م گرد دورهفروشنده  مسألها براي حل ه به طور كلي از دو دسته از روش
  .اي ابتكاريه روش

آنها  اما يكي از معايب. دنده يدر نهايت جواب بهينه را به دست ماي دقيق اين مزيت را دارند كه ه روش
قابل قبول براي يافتن جواب بهينه در مورد  ياه هاين است كه به دليل در نظر گرفتن تمام مجموع

اي بهينه را ه اما در ابعاد كوچك جواب. باشند يموارد غير عملي ماز گير و در بسياري  بزرگ وقت ياه مسأله
اي ه توان روش يگرد م هفروشنده دور مسألهاي دقيق براي حل ه از جمله روش. دهند ير قرار مدر اختيا

را ] ۲[ ١٢پويا يريز هو برنام) ١١و ايستمن اي ليتله براي مثال روش] (۳[ ١٠ه، شاخه و كران]۲[شمارش كامل 
  .نام برد
قيق جواب بهينه را در زمان قابل اي ده ، راه حلمسألهسازي تركيبي با افزايش اندازه  هبهين ياه مسألهدر 

رسند كه از جمله  ياي ابتكاري مناسب به نظر مه حل هدر اين گونه موارد را. دهند يقبول به دست نم
  .را نام برد نزديكترين شهر ديدار نشدهتوان الگوريتم  ياي ابتكاري مه روش

بندي وسايل نقليه به كار  زمان هاي مسيريابي و مدل فروشنده سيار به عنوان جزء اصلي بسياري از مدل
كار  n−1بندي براي مثال ترتيب. شود بندي توليد هم اين مدل مطرح مي شود، همچنين در زمان گرفته مي

توسط ماشين  iار باشد با فرض اين كه ك jسازي ماشين براي كار هزينه آماده ijcبر روي يك ماشين با
  .كامل شده باشد

  

                                                
١٠ Branch  and  Bound 
١١ Little and Eastman 
١٢ Dynamic  Programming 



 

 

  يساز مدل مسألهمورد نياز در يك  ياه فرموله كردن برخي محدوديت -۲-۳
اي ناسازگار را ه هنيازي و پروژ اي پيشه هاي پروژه در مدل بودجه بندي سرمايه، فرموله كردن محدوديت

مورد نياز در  ياه فرموله كردن برخي محدوديت ياه ت روشدر اين قسم. ريزي اعداد صحيح ديديم هدر برنام
  :کنيم يتر با هم مرور م را به طور کامل يساز مدل مسألهيك 
  
  نيازي اي پيشه هپروژ - ۲-۳-۱

اين . گذاري روي يك واحد توليدي قبلي است گذاري روي يك خط توليد منوط به سرمايه سرمايه
ijوابستگي توسط محدوديت xx . نيز بايد انجام گيرد jxشد،  ix=1يعني اگر . قابل فرموله شدن است ≤

  .است ixنياز پيش jxيعني
  
  اي ناسازگاره هپروژ - ۲-۳-۲

گذاري انتخاب كنيم، از محدوديت زير استفاده  اي سرمايهپروژه را بر nاگر بخواهيم حداکثر يكي از
  .كنيم مي

  
121 ≤+++ nxxx L  

  
  .تواند اجرا شود پروژه مي nپروژه اجرا نشود و يا حداکثر يكي از nاز کدام يعني يا هيچ

 
  پذيري محدوديت امكان -۲-۳-۳

يري گ يماي تصمه وديت خاص بخواهيم بررسي كنيم كه آيا مقادير معيني از متغيراگر در مورد يك محد
  :كنيم يكند يا نه به صورت زير عمل م ک محدوديت صدق يد در يبا

)محدوديت را به صورت  ) bxxxf n ≤,,, 21 L گيريم و متغير در نظر ميy  را به اين صورت تعريف
  :کنيم مي

  
  اديردرمحدوديت بايد صدق كندمق

  درغير اين صورت
0
1

y 
= 


  

  
  :آيد يدر نتيجه محدوديت به شكل زير در م

  
( ) Mybxxxf n +≤,,, 21 L  
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باشد  y=0 باشد محدوديت جديد همواره برقرار است، و هرگاه y=1اگر. باشد مقدار بزرگي مي Mكه 
  .محدويت اصلي صادق است

  
  اي جايگزينه محدوديت -۲-۳-۴

ا صادق باشد به صورت ه اين محدوديت ياگر بخواهيم از بين دو محدوديت حداقل يكي و نه لزوما هر دو
  .كنيم ير عمل ميز

)فرض کنيد بخواهيم از دو محدوديت  )1 2 1, , , nf x x x b≤L  و( )1 2 2, , , nf x x x b≤L  حداقل يکي
  :نويسيم در اين صورت مي. برقرار باشد

 
( )
( )

1 2 1 1

1 2 2 2

1 2

1 2

, , ,

, , ,
1

, 0,1

n

n

f x x x b My

f x x x b My
y y
y y

≤ +

≤ +

+ =
=

L

L  

  
با توجه به اين كه به جاي محدوديت انتخاب يکي . عددي است بزرگ نسبت به ابعاد مسأله Mکه در آن

1بين دو تا، يعني 2 1y y+ 12توان مي = 1 yy را قرار داد و در فرمولاسيون فوق يكي از متغيرها را حذف  =−
  :کرد

  
( )
( )

1,0
)1(,,,

,,,

1

1221

1121

=

−+≤

+≤

y
yMbxxxf

Mybxxxf

n

n

L
L

  

  
اي هدف توليد يك محصول باشد و دو روش براي توليد اين محصول  به عنوان مثال فرض کنيد در مسأله

کند، يکي را  ت را به مسأله اعمال ميخواهيم از بين دو روش که دو محدوديت متفاو مي. وجود داشته باشد
6056فرض کنيد دو محدوديت به صورت. انتخاب کنيم 21 ≤+ xx 5054و 21 ≤+ xx  وجود داشته باشد .

يد در محدوديت اولي با 2xو 1xگيري هاي تصميم بسته به اين كه كدام روش براي توليد انتخاب شود، متغير
 :شود صدق كند كه به اين صورت نمايش داده مي يا دومي 

  

1,0
)1(1005054

6010056

21

21

=

−+≤+
+≤+

y
yxx

yxx
  

 



 

 

  اي شرطيه محدوديت -۲-۳-۵
  : ا به شكل منطقي زير هستنده اين محدوديت

  
( ) ( ) 22121211 ,,,,,, bxxxfbxxxf nn ≤⇒> LL  

  
)كه با توجه به  )) (~p q p q⇒ ≡   :باشد زير مي  ، معادل با محدوديت∨

  
( ) ( )1 1 2 1 2 1 2 2, , , , , ,n nf x x x b f x x x b≤ ∨ ≤L L  

  
  :حدوديت برقرار باشدم mمحدوديت از kحال اگر بخواهيد حداقل

  
( )

( )

( )

( )

1 1 1 1 1

1

0,1 0,1, ,

m m m m m

m

i
i

i

g x b g x b m y

g x b g x b m y

y m k

y i m
=

 ≤ ≤ +
 

→ 
 ≤ ≤ + 

≤ −

= =

∑

M M

L

  

  
  .ا صفر استه iyتا از kحداقل 

  
2321برقرار باشد به صورت آنها  سه محدوديت حداقل يكي ازمثلاً اگر بخواهيد از  ≤++ yyy  بايد

  )باشد، محدوديت بايد صدق كند iy=0توجه داشته باشيد كه اگر . (عمل كرد
 

 :مثال
  :بتواند بين مقادير زير قرار بگيرد xمثلاً اگر .فقط بتواند مقادير خاصي بگيرد xفرض كنيد متغير

  
0 10 or 22.5 47.8 or 79.2 130x x x≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

  
  :باشد ميكنيم كه هر كدام به يك قسمت مرتبط  يدر اينجا براي سه محدوديت، سه متغير تعريف م

  
1 2 30 10 or 22.5 47.8 or 79.2 130x x x≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

  
  :ا صادق باشده از محدوديت يکيم که فقط يکن يجاد ميا شرايطيو  
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( )

1 1

2 2 2

3 3 3

3

1

1 2 3

0 10
22.5 47.8
79.2 130

1 0,1 1, 2,3i i
i

x y
y x y
y x y

y y i

x x x x

=

≤ ≤
 ≤ ≤
 ≤ ≤



= = =


 = + +

∑
  

  :بنابراين
1 2 3 1

2 1 3 2

3 2 1 3

1 0 0 10
1 0 22.5 47.8
1 0 79.2 130

y y y x x x
y y y x x x
y y y x x x

= ⇒ = = → = ≤ ≤
 = ⇒ = = → = ≤ ≤
 = ⇒ = = → = ≤ ≤

  

 
  اي ثابته ههزين -۲-۳-۶

هاي  مانند هزينه(هاي ثابت است  در بسياري از موارد تابع هدف براي مسأله حداقل كردن حاوي هزينه
واحد از  xهاي توليد ينهبه عنوان مثال، هز). گذاري و غيره هاي ثابت سرمايه ثابت اوليه در طراحي، هزينه

اندازي تجهيزات و هزينه متغير براي توليد هر واحد تشكيل  محصول خاصي ممكن است از هزينه ثابت راه
  .است  ه يك نمونه از اين نوع هزينه در شكل زير ارائه شد. شود

  

  
  

0 if 0
if 0

x
K cx x

=
 + >

  هزينه  

  
كنيم كه  يرا به عنوان يك متغير دوتايي تعريف م y.واحد است Bفرض كنيد كه تجهيزات داراي ظرفيت

1yدهد چه موقعي هزينه ثابت انجام شده است؛ به طوري كه ينشان م 0xاست هرگاه = 0yباشد و < = 
0xاست هرگاه   :به صورت زير نوشت  xتوان برحسب در اين صورت مقدار هزينه را مي. باشد =

x 

 ينههز

K cx+

K



 

 

  
ky cx+  

  
  :به فرم يياه يتبا محدود

  
  

0yهزينه ثابت انجام نشده باشد، يعني وقتي كهخواستيم هرگاه  يهمچنان كه م است اين  =
0xدهند كه يا نتيجه مه محدوديت 0xدهند كه اگر يا نشان نمه خود محدوديت. است = 0yباشد، = = 

0xخواهد شد؛ بلكه وقتي كه 0yاست، عمل حداقل كردن به وضوح = كند تا هزينه ثابت  يرا انتخاب م =
1yشود كه اگر يبالاخره مشاهده م. انجام نشود Bxباشد، محدوديت اضافه شده تبديل به = شود كه  يم ≥

  .نمايد يتجهيزات را منعكس م حد ظرفيت روي توليد
  
  جويي به مقياس هصرف -۲-۳-۷

جويي به مقياس  شود كه به آن صرفه هرچه تعداد توليدات بيشتر شود هزينه هر واحد كالا كمتر مي
3اش هر واحد هزينه βتا  αد ز سطح تولي، ا1اش  واحد هزينه αفرض کنيد توليد تا . گويند مي

و از  2
3اش هر واحد هزينه γتا βسطح توليد

  :مثال زير را در نظر بگيريد. باشد  1
  

2 1
3 31 2 3

1 2 3

1

2

3

Minimize ( )
20

0 6
s.t.

0 12
0 12

f x x x x
x x x x

x
x
x

α

β α

γ β

= + +

= + + ≥
 ≤ ≤ =
 ≤ ≤ − =
 ≤ ≤ − =

  

  

0
0 or 1

x By
x
y

≤
 ≥
 =
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ا شود ممكن است جواب صحيحي به دست نياوريم؛ زيرا ه ن صورت وارد محدوديتيوابط به هماگر اين ر

1به عنوان مثال اگر جواب. آيد، قابل قبول نيست يكه به دست م اي هجواب بهين 1x 2و = 12x 3و = 12x = 
به حد بالاي خود برسد و بعد متغير دوم مقدار مثبت  1xچون بايد ابتدا. نيست باشد، اين جواب قابل قبول

ها درست باشد و جواب صحيح بدهد، بايد سه محدوديت آخر  بنابراين براي اين كه محدوديت. به خود بگيرد
  :را با روابط زير جايگزين کرد

  

1,0,
)(0

)()(

21

23

122

11

=
−≤≤

−≤≤−
≤≤

yy
yx

yxy
xy

βγ

αβαβ
αα

  

  
  . مقدار بگيرد 3xو بعد از آن 2xسپس 1xاست، تا ابتدا  ه هايي به مدل تحميل شد در اينجا محدوديت

  
اما اگر تابع . هاي بالا استفاده كرد هدف حداقل كردن يک تابع مقعر باشد، بايد از محدوديتاگر  :نکته

هاي بالا  دن تابع مقعر باشد نيازي به استفاده از محدوديتكثر كرمحدب بوده يا تابع هدف حدا
  .نيست

  
  توابع يك متغيره غير خطي پاره خطي - ۲-۳-۸

بندي شده خطي  هاي صحيح است، منحني قطعه نوع ديگر از توابع غيرخطي كه قابل نمايش توسط متغير
اي متغير ه هسه قطعه خطي با هزين شكل زير منحني هزينه توسعه يك واحد توليدي را كه حاوي. باشد يم
  .دهد يباشد را نشان م يواحد م ۱۰۰ليون دلار براي توسعه هر يم ۳و  ۱و  ۵

  

0

5

10

15

20

0 10 20 30 40

حد
ر وا

ه ه
زين

ه

ميزان توليد



 

 

  
  

. دهيم نشان مي 3δو 2δو 1δرا به صورت مجموع سه متغير  xبراي مدل كردن منحني هزينه، هر مقدار
   :بنابراين. ها خطي باشد تا هزينه هر يك از اين متغير

  
321 δδδ ++=x  

  آن  كه در

50
60
40

3

2

1

≤≤
≤≤
≤≤

δ
δ
δ

  

  
  :و كل هزينه متغير عبارتست از

  
1 2 3Cost 5 3δ δ δ= + +  
  

  :اند كه ه تعريف شدا طوري ه توجه كنيد كه متغير
• 1δ به مقداري ازx  شود باشد مر بوط مي ۴كه از صفر بيشتر باشد ولي كوچكتر يا مساوي.  
• 2δ مازاد مقدارx  است تا موقعي كه ۴ازx  است ۱۰كتر يا مساوي كوچ.  
• 3δ مازاد مقدارx  است تا موقعي كه ۱۰ازx  است ۱۵كوچكتر يا مساوي.  

  
41اگر قرار باشد چنين تفسيري صحيح باشد، همچنين نياز داريم كه  =δ  02باشد هرگاه >δ و ،

62 =δ  03باشد، هرگاه >δ 2در غير اين صورت مثلا وقتي كه .باشد=x  است، هزينه درصورتي حداقل
031شود كه يم == δδ 22و =δ  2انتخاب شوند؛ زيرا متغيرδ اما شرايط . كمترين هزينه متغير را دارد

اي دوتايي ه اي شرطي هستند كه به سادگي با استفاده از متغيره ا در واقع همان محدوديته حاكم بر متغير
  .مانند قبل قابل مدل شدن هستند

  

x 

41 

26 
20 

3 

5 

1 

1 2 30 4 10 15δ δ δ← → ← → ← →

( )f x 
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  :اگر فرض كنيم
  در حد بالايي خود باشد 1δاگر 

1  در غير اين صورت

1
0

w 
= 


  

  در حد بالايي خود باشد 2δاگر 
2  در غير اين صورت

1
0

w 
= 


  

  
اي زير ه اي شرطي مناسب، محدوديته نان از برقراري محدوديتيدر اين صورت براي حصول اطم

  .شوند ياي قبله توانند جايگزين محدوديت يم
1 2 3

1 2 3

1 1

2 2 1

3 2

1 2

( ) 5 3
:

4 4
6 6
0 5

, Binary

Minimize f
Subject to
x
w
w w

w
w w

δ δ δ δ

δ δ δ

δ

δ
δ

= + +

= + +

≤ ≤

≤ ≤
≤ ≤

  

  
01توجه كنيد كه اگر  =w  02باشد، در اين صورت =w پذيري براي  خواهد شد تا شرط امكان

  :شوند به هاي فوق تبديل مي حفظ شود و محدوديت 2δمحدوديت اعمال شده روي 
1

2

3

0 4
0
0

δ

δ

δ

≤ ≤

=

=

  

  
11و اگر  =w  02و =w شوند به هاي فوق تبديل مي باشد، در اين صورت محدوديت:  

1

2

3

4
0 6

0

δ

δ

δ

=

≤ ≤

=

  

  
11و بالاخره اگر   =w  12و =w شوند به هاي فوق تبديل مي باشد، در اين صورت محدوديت:  

1

2

3

4
6

0 5

δ

δ

δ

=

=

≤ ≤

  

  :وجود دارد 2wو  1wپذير براي مقادير  كنيم كه سه تركيب امكان بنابراين مشاهده مي
  



 

 

• 1 0w 2و  = 0w 40شود به  كه مربوط مي = ≤≤ x  032زيرا == δδ  
• 1 1w 2و  = 0w 104شود به  كه مربوط مي = ≤≤ x  4,60زيرا 12 =≤≤ δδ  
• 1 1w 2و = 1w 1510شود به  كه مربوط مي = ≤≤ x  6,4زيرا 21 == δδ  

  
بندي شده با هر تعداد قطعه، تكنيك كلي مشابهي قابل به كارگيري است،  اي خطي قطعهه براي منحني

  :امين قطعه عبارت است از  jبراي 1δمحدوديت كلي روي متغير 

  
  

  .طول قطعه است jLآن  ه درك
 

1−≤≤ jjjjj wLwL δ



٣٥ 

 

  ۱۳۸۹مهر  IIجزوه تحقيق درعمليات  محمد سعيد صباغ
 

  اسجويي به مقي هعدم صرف - ۲-۳-۹
جويي به مقياس مد  هافتد كه عدم صرف ياتفاق م ياز نمايش توابع غيرخطي هنگام يحالت خاص مهم

حداقل كردن در حال افزايش هستند يا  مسألهاي براي يك  هاي حاشيه هيعني وقتي كه هزين. نظر است
توسعه در مثال فرض كنيد هزينه . باشند يحداكثر كردن در حال كاهش م مسألهاي براي يك  هعوايد حاشي

  .قبلي، توسط شكل زير مشخص شده باشد

  
  جويي به مقياس هعدم صرف ۹- ۶شكل 

  
  :شود يدر اين حالت هزينه به شكل زير نشان داده م

  
321 63 δδδ   هزينه  =++

  
  :اي لازم عبارتند ازه تنها محدوديت

  

50
60
40

3

2

1

≤≤
≤≤
≤≤

δ
δ
δ

  

  
اي شرطي در ه حداقل كردن ظاهر گردد؛ محدوديت مسألهنوع منحني هزينه در تابع هدف يك اگر اين 
123زيرا ضرايب  .نظر كردن هستند اي دوتايي بودند، قابل صرفه قبلي كه متغير  فرمولاسيون ,, δδδ  نتيجه

02دهد كه همواره بهتر است قبل از اين كه  يم >δ  41شود =δ  03انتخاب گردد و قبل از اين كه >δ 
62شود  =δ اند هاي صحيح به كلي حذف شده نتيجه متغير در. انتخاب گردد.  

براي . اي صحيح درست نيسته جويي به مقياس وجود داشته باشد، اين نمايش بدون متغير هاما اگر صرف
حداكثركردن ظاهر شود، بهترين كار انتخاب قطعه سوم  مسأله، در يك ۹- ۶تابع داده شده درشكل مثال اگر 

52 

22 

x 

( )f x 

4 

6 

3 
1  

1 2 30 4 10 15δ δ δ← → ← → ← →



 

 

در اين گونه مواقع . قبل از انتخاب دو قطعه اول خواهد بود؛ زيرا عايدي اين قطعه بيشتر است 3δبا متغير
  .باشد يم ياستفاده از متغير دوتايي بخش گذشته الزام

  
  تقريب خطي مدل غيرخطي  -۲-۳-۱۰

بندي شده، تقريب پاره خطي توابع غيرخطي يك متغيره  هاي توابع خطي قطعه يكي از مفيدترين كاربرد
  :به عنوان مثال فرض كنيد هزينه توسعه مورد بحث ما مطابق شکل زير باشد. است

  
  

نقاط شكست مشخص  لهمسأشود، ولي گاهي طبق شرايط  ينقاط شكست معمولا به دلخواه انتخاب م
  .شود يم

كنند به هم وصل شود، يك  يچنانچه قطعه خطوطي كه نقاط انتخاب شده روي منحني را به هم وصل م
  .منحني بالا مورد استفاده قرار گيرد يتواند به جا يكه در مدل م. آيد يتقريب پاره خطي  به دست م

  .ميتر کن قيم دقيبه هر اندازه که بخواهتوان تقريب را  يبا استفاده از نقاط بيشتر روي منحني م
 

  :تمرين
باشد و نقاط  ۰، ۵، ۱۰، ۲۰؛  1xيك تقريب پاره خطي براي مسأله زير بيابيد كه نقاط شكست براي 

  .باشد ۳۰،۲۲،۱۶،۱۱،۴،۰؛2xشكست براي
  

3 2 2
1 1 1 2 2

1 2
2 2
1 1 2 2

1

2

min 2 4 10 3 3
3 2 7

2 2 6 5
s.t.

0
0

x x x x x
x x

x x x x
x
x

− + − +

+ ≥
 + − + ≥


≥
 ≥

  

0
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f(x)

x

توسعه هزار واحد در سال
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  صحيح يمتغيرها يدارا يها لاي حل مده روش -۲-۴
اي خطي است، روش خاص و واحدي براي ه هدر برابر روش سيمپلكس كه روش خوبي براي حل برنام

اي متعددي توسعه يافته كه عملكرد ه مرور زمان، روش يبلكه ط. اي با اعداد صحيح وجود ندارده هحل برنام
  .بستگي دارد مسألههر تكنيك، به نوع 

  :بندي كرد هتوان در سه گروه عمده طبق يماي موجود را ه روش
  ١٤شامل روش شاخه و كرانه ١٣هاي شمارشي تكنيك •
 ١٥اي صفحه برشيه تكنيك •
  ١٦اي نظريه گروهه تكنيك •

  
از جمله . بندي كرد اي كلاسيك و غيركلاسيك تقسيمه توان به دو گروه عمده روش ياي حل را مه روش

باشد كه روش شمارش  يو روش شمارش ضمني ماي كلاسيك روش برشي، روش شاخه و كرانه ه روش
  .رود يضمني براي هر دو مدل خطي و غيرخطي به كار م

. شود يم  هخطي و بدون شرط صحيح بودن در نظر گرفت مسألهو روش شاخه و كرانه ابتدا  يدر روش برش
با استفاده از صدق نكرد، بايد  ا در شروطه اگر جواب. شود ياي به دست آمده کنترل مه پس از حل، جواب

 .و شاخه و كرانه در جهت به دست آوردن جواب بهينه حركت كنيم ياي برشه تكنيك
  
  تخصيص مسألهروش مجارستاني براي حل  - ۲-۴-۱

  :ص را در نظر بگيريديتخص مسأله يمدل عموم
  

1

1

min

1 1,...,

s.t. 1 1,...,

0,1 , 1,...,

ij ij
i j

n

ij
i

n

ij
j

ij

z c x

x j n

x i n

x i j n

=

=

=


= =




= =

 = =



∑∑

∑

∑
  

  
، Cماتريس تخصيص ياه ا ستونيا از سطره يکياست كه اگر به  ه روش مجارستاني بر اين اصل بنا شد

دليل اين امر اين است كه اضافه كردن مقدار . کند را اضافه نماييم جواب بهينه تغييري نمي kمقدار ثابت
                                                

١٣ Enumeration 
١٤ Branch and Bound 
١٥ Cutting-Plane 
١٦ Group-Theoretic 
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به تابع هدف مسأله  kشود كه مقدار ثابت باعث مي Cبه همه اعداد يك سطر يا ستون ماتريس kثابت
  :جديد اضافه گردد

kZZ +=′  
  

دهد و  يرا تغيير نم مسألهدانيم كه وجود يا عدم وجود يك مقدار ثابت در تابع هدف جواب بهينه  يو م
  .تنها بر مقدار تابع هدف اثر دارد

  : را اضافه كنيم؛ يعني به جاي بردار kام را انتخاب كنيم و به همه اعداد آنpل اگر سطربراي مثا
( )

0 1 2, , ,p p p pnc c c c=
r K  

  :بردار
( )

0 1 2, , ,p p p pnc c k c k c k′ = + + +
r K  

  
Cرا جايگزين نماييم و ماتريس جديد را    :يم آنگاه داريمبنام ′

  

( )

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

    

n n n n n

ij ij ij ij pj ij
i j i j j

i p

n n n

ij ij pj pj
i j i
i p

n n n

ij ij pj
i j j

Z c x c x c x

c x c k x

c x k x Z k

= = = = =
≠

= = =
≠

= = =

′ ′ ′= = + =

= + + =

= + = +

∑∑ ∑∑ ∑

∑∑ ∑

∑∑ ∑

  

  

∑هاي مسأله تخصيص  از آنجا که با توجه به محدوديت
=

=
n

j
pjx

1
گيريم كه اگر به همه  است نتيجه مي 1

بنابراين با . کند خصيص تغييري نمياضافه نماييم؛ جواب مسأله ت kنيز يك مقدار ثابت Cاعداد ماتريس
 :نماييم هاي زير حل مي استفاده از دو اصل فوق مسأله تخصيص را با انجام بند

  
برقرار  C≤0اضافه کنيد تا شرط  Cدر صورت لزوم يك عدد مناسب به همه عناصر ماتريس :۱گام 

  .شود
  

عناصر هر سطر و ستون را به اندازه كوچكترين : حداقل يك صفر در هر سطر و ستون روند ايجاد :۲گام 
. عنصر آن سطر يا ستون كاهش دهيد تا در هر سطر و ستون حداقل يك صفر داشته باشيد

  .بناميد Cماتريس حاصل را 



 

 

  
  .انده را دارد شروع كنيدباقيم از سطر يا ستوني كه حداقل تعداد صفر :روند تخصيص :۳گام 

  .برويد ۴به گام  اگر ديگر در ماتريس باقيمانده صفري وجود ندارد .الف  
 iف سطرو با حذ ijx=1ام است قرار دهيد  jام ويا ستون iسطر باقيمانده تنها صفر ijcاگر  .ب

به  و را بهنگام نمائيد باقيمانده یستون هاسطر و در ساير را  باقيمانده یتعداد صفرها ،jو ستون
  .برگرديد ۳گام 

دو يا بيشتر باشند،  باقيماندهی تعداد صفرهااي ماتريس باقيمانده ه ا و ستونه اگر در همه سطر. ب
هاي داراي صفر مثل  سطر يا ستوني كه حداقل تعداد صفر را دارد شروع کنيد و يكي از خانهاز 
pqC  را به دلخواه انتخاب كنيد وpqx مربوط را يك قرار دهيد و با حذف سطرpام و ستونq ام

 ۳به گام  و را بهنگام نمائيد باقيمانده یستون هاسطر و در ساير را  باقيمانده یاد صفرهاتعد
  .برگرديد

  
  

  :حالاقيمانده صفري وجود ندارد، در ماتريس ب :۴گام 
اگر در هر سطر و ستون يك تخصيص صورت گرفته است جواب فعلي يك جواب قابل قبول . الف

 ijcاست، ijx=1هايي كه  چونكه در خانه. Z=0يعني صفر است؛ آن  است كه مقدار تابع هدف
0ijxها  آن صفر است و در ساير خانه   :بنابراين. است =

  

1 1

0
n n

ij ij
i j

Z c x
= =

= =∑∑  

 
0Xبا توجه به اين كه (قدار تابع هدف حداقل م C≤0كه براي ماتريس از آنجايي ) باشد مي ≤
به طور يقين يك جواب  Z=0است و هر جواب قابل قبول با مقدار  Z≤0يعني . صفر است

  .بهينه است
  .برويد ۵گذاري يعني گام  روند نشانهاست به  nا كمتر ازه اگر تعداد تخصيص. ب
  

  :)علامت گذاري(روند نشانه گذاري  :۵گام 
  
0ijcاي كه در آن  هر خانه :تعريف آن ام  iطرولي در آن خانه تخصيص صورت نگرفته و س است =

گذاري نشده است را، خانه قابل انتخاب  ام آن علامت jستونولی گذاري شده است  علامت
  . ناميم مي
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  :يعنيسر است اين گام را اجرا کنيد؛ يگذاري م هتا آنجا كه ادامه نشان
Sهايي كه تخصيص ندارند، براي آنها نشانه  سطر. الف كه به معني پايان اضافه شدن است را  +

اي ه هبه معني امکان اضافه شدن به فهرست خان +و Stopحرف اول كلمه  Sحرف. قرار دهيد
  .داراي تخصيص است

Rkام نشان tستونقابل انتخاب است، آنگاه در  ktCگذاري شده و ام نشانه kاگر سطر. ب را  +
  .به معني سطر است Rowحرف اول كلمه R.قرار دهيد

 uام آن تخصيص صورت گرفته براي سطر  uگذاري شده است و در سطر ام نشانه tاگر ستون. ج
Ctام نشان به معني امکان خارج  −به معني ستون و Columnحرف اول كلمه C.را قرار دهيد −

  .است) داراي مقدار يك(اراي تخصيص هاي د شدن از فهرست خانه
  

  :گذاري ميسر نيست ادامه نشانه :۶گام 
را اجرا ) روند بهبود( ۷گذاري شده است در اين صورت گام  هيك ستون بدون تخصيص نشان. الف

  .کنيد
را ) روند كاهش بيشتر( ۸در اين صورت گام . گذاري نشده است هستون بدون تخصيص نشان. ب

  .اجرا کنيد
  

 yفرض كنيد ستون. گذاري شده است، شروع كنيد از ستون بدون تخصيص كه نشانه: روند بهبود :۷گام 
Rzگذاري شده است و نشان آن  ام تخصيص ندارد، ولي نشانه در اين صورت در سطر. باشد مي +

z ام ستونy ام يك تخصيص انجام دهيد و سپس به نشان سطرz اگر نشان سطر. ام نگاه كنيد
z  امCk حال به نشان . آن را حذف کنيدام برويد و تخصيص  zام سطر kبود، به ستون −

Rmاگر علامت آن. ام نگاه کنيد kستون ام يك تخصيص انجام  kام در ستون mبود، در سطر +
. م نگاه کنيد و تخصيص تعيين شده در نشان آن را حذف کنيدا mاکنون به نشان سطر. دهيد

Sكار را آنقدر ادامه دهيد تا به سطري كه نشاناين در اين مرحله به تعداد . برسيد دارد +
بهينه  است جواب فعلي جواب nها حال اگر تعداد تخصيص. ها يكي اضافه شده است تخصيص

  .برويد ۵ها به گام  ها را پاك و با حفظ تخصيص است، در غير اين صورت نشانه
  

اند خط افقي و روي اعداد  گذاري نشده هايي كه علامت روي اعداد سطر: روند كاهش بيشتر :۸گام 
 Cهاي ماتريس  با اين كار كليه صفر. اند خط عمودي بکشيد گذاري شده هايي كه علامت ستون

اعداد  ،گيرند و كليه اعدادي كه خطي آنها را نپوشانيده است زير خط افقي و يا عمودي قرار مي
 abCدر بين اين اعداد مثبت بدون پوشش، كوچكترين آنها را تعيين و آن را . مثبت هستند

كاهش دهيد و به همه  اعدادي كه در  abCحال همه اعداد بدون پوشش را به اندازه . بناميد



 

 

در نهايت خطوط رسم شده . را اضافه کنيد abCاند مقدار  تقاطع دو خط افقي و عمودي واقع شده
 ۵هاي جديد به گام  گذاري براي صفر هاي قبلي براي ادامه نشانه را پاك کنيد و با حفظ علامت

  .برويد
  

  :مثال
  .با ماتريس هزينه زير را در نظر بگيريد ۶×۶ه تخصيص يك مسأل 

  
1 3 5 7 9 11

14 12 10 8 6 4
5 7 9 11 3 1
8 10 12 14 6 4
8 10 12 14 4 6
4 6 8 10 12 14

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

است  ijx=1به معني  ijدر خانه  @حرفآن  ر كه دريماتريس ز ۶و  ۵، ۴، ۳، ۲اي ه پس از اجراي گام
  .آيد به دست مي

  
@

@

@

@

@

0 0 0 2 8 10
10 6 2 0 2 0

64 4 4 6 2 0
4 4 4 6 2 0
4 4 4 6 0 2
0 0 0 2 8 10

4

C
S

R

 
 
 
  −
 

+ 
 
 
  

+

  

  
  .گردد يماتريس زير حاصل م ۸حال پس از اجراي گام 

  
@

@

@

@

@

0 0 0 2 8 12
10 6 2 0 2 2

62 2 2 4 0 0
2 2 2 4 0 0

54 4 4 6 0 4
0 0 0 2 8 12

3 4

C
S

C

R R

 
 
 
  −
 

+ 
  −
 
  

+ +
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  .شود يرا اجرا کنيم، ماتريس زير نتيجه م ۷و  ۶ي و سپس گامها ۸اكنون اگر گام 
@

@

@

@

@

@

0 0 0 2 10 14
10 6 2 0 4 4

60 0 0 2 0 0
0 0 0 2 0 0

52 2 2 4 0 4
0 0 0 2 10 14

3 3 4

C
S

C

R R R

 
 
 
  −
 

+ 
  −
 
  

+ + +

  

  
ماتريس و ي آخرين ب بهينه برايك جواآن  تخصيص انجام شده است، جواب ۶ماتريس آخرين  چون در

  .ا از جمله اولين ماتريس استه ساير ماتريس
1يعني جواب بهينه عبارتست از 2و →1 3و →4 4و →3 5و →6 6و →5 *32با →2 =Z  كه

 .اند هاي ماتريس اوليه كم شده ها و ستون جمع كل اعدادي است كه از سطر 32عدد
  

* 1 4 1 4 4 4 2 4 4 2 2 32Z = + + + + + + + + + + =  
  :تمرين
با هدف حداقل كردن هزينه حل  و يکبارا ه با هدف حداکثر كردن درآمد يکبار تخصيص زير را مسائل

  .يدكن
  

2

7 10 0 5
14 12 0 8
0 0 0 0
5 6 0 7

C

 
 
 =
 
 
 

1و  

14 8 0 9
3 2 9 4
2 6 5 7
4 3 2 8

C

 
 
 =
 
 
 

 

  

3

70 80 65 65 0
65 80 80 85 0
75 80 75 80 0
70 75 70 80 0
60 70 80 70 0

C

 
 
 
 =
 
 
  

   

  
  روش شاخه و كرانه -۲-۴-۲

ايده آن تقسيم ناحيه امكان ،در صورت نياز، . است تقسيم و تسخيرشاخه و كرانه در اصل يك استراتژي 
  .هاست آن زير بخشهاي كوچكتر و تعيين كران براي هر يك از  به زير بخش



 

 

يك برنامه خطي با اعداد صحيح . پذير وجود دارد اي زيادي براي تقسيم ناحيه امكانه هدر حالت كلي را
حداكثر  مسألهبنابراين، در يك . اضافه شده استآن  از برنامه خطي است كه شرط صحيح بودن نيز به ينوع

يك حد بالايي براي تابع هدف بهينه برنامه  كردن، مقدار تابع هدف در نقطه بهينه برنامه خطي همواره
به علاوه هر نقطه امكان پذير صحيح همواره يك حد پاييني براي مقدار بهينه . خطي با اعداد صحيح است

  .تابع هدف برنامه خطي است
خطي به دست  يريز هشود تا يك برنام يگذارده م در روش شاخه و كرانه ابتدا شرط صحيح بودن كنار 

اي بهينه را ه خطي، جواب يريز هبا حل برنام. ايد هخطي را در گذشته آموخت يريز هحل يك برنام روش. آيد
اگر شرايط صادق بود، جواب . قرار داده و کنترل كنيد مسألهاي ه به دست آورده و در شرايط و محدوديت

ن ترتيب يبه هم. ستاست، در غير اين صورت يك كران براي تابع هدف ايجاد شده ا  ه آمد بهينه به دست 
با يك مثال اين روش را . توان در جهت دستيابي به جواب بهينه با ايجاد شاخه و كرانه گام برداشت يم

  .كنيم يبررسي م
  

  :مثال
  :تخصيص با ماتريس هزينه زير را در نظر بگيريد مسألهيك 

  
17 12 15 8 10
10 14 8 6 5
1 2 3 4 7
9 11 13 11 9
7 13 19 25 30

 
 
 
 
 
 
  

  

  
  :كنيم يته به روش حداقل سطر و ستون عمل ماي يك به يك را كنار گذاشه براي حل، محدويت

  :آيد ين صورت به دست ميبه ا مسألهدر روش سطري جواب 
  

17 12 15 8 10
10 14 8 6 5

8 5 1 9 7 301 2 3 4 7
9 11 13 11 9
7 13 19 25 30

z

 
 
 
  = + + + + =
 
 
  

  

  
  :آيد ين صورت به دست ميبه ا مسألهدر روش ستوني جواب 
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17 12 15 8 10
10 14 8 6 5

1 2 3 4 5 151 2 3 4 7
9 11 13 11 9
7 13 19 25 30

z

 
 
 
  = + + + + =
 
 
  

  

  
با توجه به . دست آمده قابل قبول نيستهاي به  شود كه جواب مي  ها مشاهده با در نظر گرفتن محدوديت

 zها جوابي با مقدار  ايم، با افزودن محدوديت ها را ناديده گرفته اين كه در حل اوليه تعدادي از محدوديت
  :آمد به دست خواهد zكمتر حاصل نخواهد شد در نتيجه يك حد پاييني براي
  

  
  

 ۵و ۴، ۳، ۲، ۱هاي  را به ترتيب به ماشين Aدهيم؛ براي اين كار، كار ايجاد شاخه ادامه مي كار را با
شود كه بايد  باعث حذف سطر و ستون اول ماتريس مي ۱به ماشين  Aدهيم؛ اختصاص كار اختصاص مي

بنابراين با حذف سطر و ستون اول . هاي مسأله به دست آوريم ديتجواب بهينه آن را با كنار گذاردن محدو
  :داريم

14 8 6 5
2 3 4 7

11 13 11 9
13 19 25 30

 
 
 
 
 
 

  

  

{ }

*

*

A 1

5 2 9 13 29 29 17 46
2 3 4 5 14 14 17 31

max 46,31 46

z z
z z

z →

 = + + + = → = + = →
= + + + = → = + =

→ ≥ =

  

  
  .آيد به دست مي ۱به ماشين  Aاز اختصاص كار  ۱۷توجه کنيد که هزينه 

  
  :۲ن به ماشي Aاختصاص كار

   

{ }

*

*

A 2

5 1 9 7 22 22 12 34
13 13 12 25

max 34, 25 34

z z
z z

z →

 = + + + = → = + = →
= → = + =

→ ≥ =

  

  

{ } 3015,30max =≥z



 

 

  :داريم ۵و ۴و ۳هاي  به ماشين Aبه همين ترتيب براي اختصاص كار
  

{ }
*

A 3*

37
max 37,37 37

37
z

z
z →

 = → ≥ =
=

  

  

{ }
*

A 4*

30
max 30,19 30

19
z

z
z →

 = → ≥ =
=

  

  

{ }
*

A 5*

33
max 33, 20 33

20
z

z
z →

 = → ≥ =
=

  

  
به  مسألهنيامد، اما يك كران پايين براي  ا جواب قابل قبول به دسته شود که در اين تخصيص يديده م
اين كار . كنيم ياي كه حد پايين كمتري دارد را انتخاب م هچون هدف حداقل كردن است، شاخ. دست آمد

  . خود حذف شوند و زودتر به جواب بهينه برسيم ا خود به ه هشود تا برخي از شاخ تواند باعث  يم
حذف  ۴و ستون  ۱در اين صورت سطر . دهيم يتخصيص م ۴را به ماشين  Aبنا بر آنچه گفته شد، كار

  .شود يم ۴×۴شده و ماتريس 
  :آيد نتايج زير به دست مي. هاي باقيمانده اختصاص دهيم را به ماشين Bكنيم كار يم يسپس سع

B 1

B 2

B 3

B 5

42
39
33
30

z
z
z
z

→

→

→

→

≥
≥
≥
≥

  

  
. شود داده مي اختصاص  ۵به ماشين  Bباز هم جواب قابل قبول به دست نياورديم، كاربا توجه به اين كه 

  :ها داريم به ماشين Cبا اختصاص كار
  

C 1

C 2

C 3

38
35
34

z
z
z

→

→

→

≥
=
=

  

  
 zهايي كه ايم، شاخه به يك جواب قابل قبول رسيده ۲به ماشين  Cبا توجه به اين كه با اختصاص كار

  .  گردد ياست، حذف م ۳۵بيش از آنها 
 ۳۴بزرگتر از  zهاي با در نتيجه شاخه. نيز به جواب قابل قبول رسيديم ۳به ماشين  Cدر اختصاص كار

  .كنيم ميرا حذف 
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  .نام دارد ١٧قاعده بهترين حداي كه براي حل اين مسأله از آن استفاده شده است،  ه قاعد
 

  :ريزي با اعداد صحيح مثال برنامه
  :ديرير را در نظر بگيز يزير هبرنام مسأله

  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 2
2 10

2 4 2 40
s.t.

2 3 30
0,1,... 1,2,3,...j

z x x x
x x x

x x x
x x x

x j

= − + +

+ − ≤
− + + ≤
 + + ≤
 = =

  

  
رد و ما يك برنامه خطي را حل ا وجود نداه كنيم شرط صحيح بودن متغير ي، ابتدا فرض ممسألهبراي حل 

  :كنيم يم
  

  
  
130هيچگاه بزرگتر از مقدار  zبا توجه به اين كه تابع هدف ما حداكثر كردن است 

  .نخواهد شد 3
  

433.43
3

130
≤→=≤ zz  

  
با . توانند مبناي ايجاد شاخه قرار گيرند عدد صحيح نباشند،  ميگيري كه  هاي تصميم هر يك از متغير

  :شود دو شاخه ايجاد مي 1xانتخاب 
  





≥
≤

4
3

1

1

x
x  

                                                
١٧ Best Bound Rule 

 1x 2x 3x 1s 2s 3s مقدار پايه

z 130
3

 0 10
3

 0 0 5
6 1

3 

1s 30 0 4 0 1 1
2 0 

3x 70
3 0 7

3 1 0 1
3 1

3 

1x 10
3

 1 1
3 0 0 1

6
− 1

3 

 



 

 

  
. كنيم كنيم و بعد از اتمام شاخه، شاخه ديگري را بررسي مي ابتدا يك شاخه را انتخاب کرده و بررسي مي

31با انتخاب شاخه ≤x  1و تبديل آن به محدوديت 1 3x x′+ 1خواهيم داشت  = 13x x′= که اين تبديل را  −
  .كنيم تا جدول بعدي حاصل شود در جدول بهينه اعمال مي

  

  
 

  :م داشتيخواه - ۱ت سوم در ين محدوديبا ضرب طرف
  

  
  

  :رسيم يمپلکس همزاد به جدول زير ميات سيبا انجام عمل
  

  
  
ا نيز شرط صحيح بودن را دارا هستند جواب نهايي ه با توجه به اين كه شرط بهينگي برقرار بوده و متغير

  :آيد يبه دست م

 1x′ 2x 3x 1s 2s 3s مقدار پايه

z 43 0 3 0 0 1 0 

1s 30 0 4 0 1 1
2 0 

3x 23 1 2 1 0 1
2 0 

3s 1 3− 1 0 0 1
2

− 1 
 

 1x′ 2x 3x 1s 2s 3s مقدار پايه

z 130
3

 0 10
3

 0 0 5
6 1

3 

1s 30 0 4 0 1 1
2 0 

3x 70
3 0 7

3 1 0 1
3 1

3 

1x′ 1
3

− 1 1
3

− 0 0 1
6 1

3
− 

 

 1x′ 2x 3x 1s 2s 3s مقدار پايه

z 130
3

 0 10
3

 0 0 5
6 1

3 

1s 30 0 4 0 1 1
2 0 

3x 70
3 0 7

3 1 0 1
3 1

3 

1x′ 1
3

 1− 1
3 0 0 1

6
− 1

3 
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43
23
0
3

3

2

1

=⇒








=
=
=

z
x
x
x

 

  
  :ن صورت بررسي كنيم خواهيم داشتياگر شاخه دوم را به هم

 

40
22
0
4

3

2

1

=⇒








=
=
=

z
x
x
x

 

 
  :پذيرد ييك شاخه در سه صورت به كف رسيده و پايان م :نكته

  .به جواب مطلوب برسيم .۱
 .زير شاخه تهي شود .۲
 .ايم پيدا نشود هه تا كنون يافتآن شاخه از درخت جوابي بهتر از آنچ در .۳

تم فرض شده که تابع هدف يدر اين الگور. ه جواب استفاده كردتوان براي دستيابي ب ياز الگوريتم زير م
 . است ير بخش مورد بررسين زي، اولمسألهن کل يهمچن. د حداکثر گردديبا مسأله

Z*توجه کنيد که همواره  :نکته Z≤  
  



 

 

  
  

Z  جواب بهينه
 .مسأله شمار است

آن  مقدار بهينه
  .ديبنام Zرا

Z Z≤ 

Z  برابر راZ 
  .دهيد قرار

زير بخشهاي جديد را به 
كمك يكي از متغيرهاي 

ريزي  كسري در جواب برنامه
  .خطي ايجاد كنيد

زير بخشي را كه هنوز كاملا 
و  انتخاب كنيد  بررسي نشده
را زير بخش آن  برنامه خطي

  .حل كنيد

  
برنامه خطي 

زيربخش امكان 
  ناپذير است؟

  شروع

Z = −∞ 

برنامه خطي  پيوسته دلم
 Z*و مربوطه را حل كنيد

آن  مقدار بهينه را برابر
 .ديقرار ده

 تمام  جواب
ها صحيح رمتغي 

  ست؟ا

 هاتمام زير بخش
 بررسي شده كاملا

 است؟ 

*Z Z=

 انيپا

 بله

 بله

 بله

 بله
 بله

 ريخ

 ريخ

 ريخ

 ريخ ريخ
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  ١٨صفحات برش -۲-۴-۳
اي با اعداد صحيح را تا حصول جواب ه هخطي، برنام يريز هاي برنامه ر جوابالگوريتم صفحه برش با تغيي

ا تقسيم ه پذير را به زير بخش بر خلاف روش شاخه و كرانه، اين روش ناحيه امكان. كند يصحيح، حل م
را اصلاح آن  اي جديده كند و با اضافه كردن محدوديت يكند؛ بلكه تنها با يك برنامه خطي كار م ينم
نمايد تا يك جواب بهينه صحيح پيدا  ياي جديد هر بار ناحيه امكان پذير را كوچكتر مه محدوديت. ندك يم

اما اين روش در . كند يشه از الگوريتم صفحه برش بهتر عمل ميشاخه و كرانه تقريبا هم  در عمل روش. شود
  .باشد يا کاراتر مه همسألاز  يحل برخ يت داشته است و برايبا اعداد صحيح اهم يريز هتحول برنام

آن  با اعداد صحيح توسعه يافت و همگرايي يريز هبود كه براي برنام ياز نظر تاريخي اين اولين الگوريتم
شود، ولي  ياگر چه اين الگوريتم كلا غير كارا محسوب مآن  علاوه بر. در تعداد محدودي گام قابل اثبات بود

اي ديگري با كارآيي بيشتر ه م آورده است كه منجر به الگوريتمبا اعداد صحيح فراه يريز هشناختي از برنام
  .شده است

  
 ١٩روش برش كسري گموري - ۲-۴-۳-۱
اگر جواب مطلوب . كنيم يرا حل م مسألهرا كنارگذاشته و  يياه مطابق روش شاخه و كرانه محدوديت 

م؛ بدين شرط كه در يگذار يرا كنار مآن  نباشد با ايجاد يك برش نقطه بهينه به دست آمده و نقاط اطراف
  .وجود نداشته باشد يناحيه جدا شده، هيچ نقطه مطلوب

  
  :دهيم يبا استفاده از يك مثال روش را توضيح م

  

* * *
1

max

s.t. 0 ( ,..., )n

z cx
Ax b
x x x x
x z

=

=
 ≥ ⇒ =
 ∈

  

  
*باشد؛ ولي اگر متغير عدد صحيح باشند، جواب مطلوب مي x*اگر تمام عناصر بردار

jx  عدد صحيح
  .باشد و بايد به روش صفحه برش جواب مطلوب را بيابيم ينقطه مطلوب ما نم x*نباشد،
بدون در نظر  مسألهدر اولين گام، با حل . ديرا در نظر بگير يفرض مسألهک يح اين روش يتوض يبرا

  :مرسي ير ميا، به جواب بهينه زه گرفتن شرط صحيح بودن متغير
  

                                                
١٨ Cutting Planes 
١٩ Gomory 



 

 

  
  

  :ن صورت خواهد بوديحاصل به ا  اگر جدول بهينه به صورت بالا باشد جواب
  

( )* 3.8 , 0 , 5.7 , 0 , 0x =  
  

توان از  يبراي اين كار م. را ببردآن  حال بايد يك برش معرفي كنيم كه اين راس و نقاط اطراف
  :نويسيم ين صورت مياول را به امعادله . محدوديت اول يا سوم استفاده كرد

  
2 3 4 1 3

2 3 4 1 3 2 4 3

2.1 9.5 3 6.3 5.7
3 9 3 7 5 0.7 0.9 0.5 0.7
x x x s s
x x x s s x x s

− + + + − =

− + + + + − = − − −
  

  
ر باقيمانده يم و مقاديبر ييعني كليه ضرايب و مقدار ثابت را به سمت پايين گرد كرده و به سمت چپ م

سمت آن  چون هر متغير بايد مقدار صحيح بگيرد در نتيجه سمت چپ و به تبع. بريم يرا به طرف ديگر م
باشند در نتيجه در سمت راست  يا منفي نمه با توجه به اين كه متغير. دد صحيح خواهد بودراست نيز يك ع

  :در نتيجه داريم. كند يشود كه سمت راست را مثبت نم يمقاديري كسر م 0.7از مقدار
 07.5.9.7. 342 ≤−−− sxx  

  
  .تواند صفر يا منفي باشد ين معادله ميپس در هر جواب مطلوب مقدار سمت راست آخر

اگر جواب به دست آمده را در اين محدوديت قرار دهيم مقدار مثبتي به دست خواهد آمد كه جواب  
اي پايه در سمت چپ قرار دارند، از معادله سمت راست جهت افزودن ه بنابراين چون متغير. دلخواه ما نيست

  :كنيم يجدول اضافه مكنيم و سطر زير را به  يمحدوديت به جدول استفاده م
  

  
  

ه يبه پا ير وروديباشد، بايد از پايه خارج شده و با تست نسبت همزاد، متغ يمنفي م 4sچون مقدار
بعد از انجام عمليات روش سيمپلكس همزاد تا رسيدن به جواب بهينه دلخواه اين روش را  .مشخص شود

1x 2x 3x 4x 5x 1s مقدار پايه
 2s 3s 4s 

s 0.7− 0 0.9− 0 0.5− 0 0 0 0.7−  

 1x 2x 3x 4x 5x 1s 2s 3s مقدار پايه

z L 0 3.5 0 1.2 4.8 15.7 0 10 
3x 5.7 0 2.1− 1 9.5 0 3 0 6.3−  
2s 4 0 0 0 7.7− 10.4 8.1− 1 0 
1x 3.8 1 6.1 0 0 6− 15.3 0 4.7 
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ايي كه ناحيه ه ايي به محدوديته استراتژي اساسي در تكنيك صفحه برش، افزودن برش .دهيم يادامه م
اي ه اگر مقادير بهينه براي متغير. كنند و سپس حل برنامه خطي حاصل است يامكان پذير را تعريف م

برش  يري در برنامه خطي همگي اعداد صحيح باشند، جواب بهينه است و در غير اين صورت يكگ يمتصم
  .ا افزوده شوده د به محدوديتيآيد كه با يجديد به دست م

 
  روش برش تمام صحيح همزاد  - ۲-۴-۳-۲

عدد صحيح است، شروع آن  فلسفه اين روش اين است كه كار را با جدولي كه تمام ضرايب و مقادير
بايد در طول انجام  همچنين. را صحيح كنيمآنها  كنيم و اگر چنين نباشد، بايد با ضرب اعداد در معادلات

  . عمليات صحيح بودن جدول را حفظ كنيم
. دهيم تا به راس صحيح و بهينه برسيم يرا ادامه م مسألهدر اين روش از يك راس صحيح شروع كرده و 

  . ميشود كه شرط تعلق را نداشته، ولي شرط بهينگي را داشته باش ياستفاده م ياين روش هنگام
اگر . باشد، جدول بعدي نيز تمام صحيح خواهد بود - ۱صر چرخش لولايي در هنگام چرخش لولا اگر عن

را بتوان به عنوان عنصر لولا  - ۱اي كه  هنبود، بايد برشي به جدول اوليه اضافه شود به گون - ۱عنصر لولا 
  . شود يسپس عمليات چرخش لولا انجام م. انتخاب کرد

  :دهيم يبا يك مثال اين روش را نشان م
  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

min 5 8 3 2
2 4 3 15

3 2 10
s.t.

3 2 3 20
0,1, 2,3, 1, 2,3, 4j

z x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

x j

= + + +

− + + ≥
− + + + ≥
 + − + ≥
 = = L

  

  

  
  

شرط بهينگي را داريم، پس روش سيمپلكس همزاد را در نظر  يم وليدر اينجا شرط تعلق را ندار
  .گيريم يم

بنابراين بايد به . عدد لولا نخواهد شد - ۱اگر در جدول فوق هر کدام از عنصرها را خروجي قرار دهيم، 
  . به جواب مطلوب برسيمآن  به وسيله م تايبگرد يدنبال برش

 1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s مقدار هيپا

z 0 5− 8− 3− 2− 0 0 0 
1s 15− 2− 1 4− 3− 1 0 0 
2s 10− 1 3− 1− 2− 0 1 0 
3s 20− 3− 2− 3 1− 0 0 1 



 

 

پس طرفين معادله . باشد يم - ۳م، آنگاه عنصر لولا در جدول بالا يريه در نظر بگياز پا يرا خروج 3sاگر
  :كنيم يتقسيم م ۳مربوط را بر 

 
3

1 2 3 4 3

1 2 3 4 3

3 2 3 20
2 1 1 20
3 3 3 3

x x x x s

x x x x s

÷− − + − + = − →

−
− − + − + =

   

  
  :سيمينو ير مير را به شکل زيو حالا معادله اخ

  

1 2 3 4 2 4 3
1 1 2 17 0
3 3 3 3

x x x x x x s− − + − + = − − − ≤  
  

  .شود ين صورت اضافه ميبا افزودن اين محدوديت و ايزوله كردن جدول، سطر آخر به ا

  
باشد كه در اين حال شرط صحيح بودن به راحتي حفظ  يم -۱در جدول جديد عنصر چرخش لولا 

  :گردد ير حاصل ميجدول ز، ييات چرخش لولايپس از انجام عمل. گردد يم
  

  
  

اين عمل را آنقدر تكرار . كنيم شرط صحيح بودن را حفظ كنيم يبا انجام هر چرخش لولا سعي م
  .نه برسيميكنيم تا به جواب به يم

  
  روش برش تمام صحيح اوليه -۲-۴-۳-۳

 يشد با اين تفاوت كه اين روش هنگامبا ياصول و فلسفه اين روش مانند روش تمام صحيح همزاد م
ن روش عنصر يهمچنين در ا. شود كه شرط بهينگي را نداشته، اما شرط تعلق را داشته باشيم ياستفاده م 

  .باشد ۱لولا بايد 
  

 1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s 4s مقدار پايه
z     0 0 0 0 2− 
1s   1      0  1 0 0   
2s         0  0 1 0 2− 
3s 13−  2− 1−  2  0  0 0 1 1−  
4x 7  1  1  1−  1  0 0 0 1−  

 

14 3− 6− 5−

6 4 7− 3−

4 3 1− 3−

1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s 4s مقدار پايه
 

4s 7− 1− 1− 1 1− 0 0 0 1 
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

max 5 8 3 2
2 4 3 15

3 2 10
s.t.

3 2 3 20
0,1, 2, 1,2,3,4j

z x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

x j

= + + +

− + + ≤
− + + + ≤
 − − + ≤
 = = K

  

  
ست، ين ۱ولا چون عدد ل. ه شرط تعلق را داريم ولي شرط بهينگي را نداريمياين مثال، در جدول اول يبرا

  .كنيم يپس يك برش ايجاد كرده و محدوديت جديد را اضافه كرده و ايزوله م
  

  
  

  :گردد مي ۳را ورودي به پايه فرض کنيم، عدد لولا  2xاگر
  

1 2 3 4 2

1 2 3 4 2

1 2 1 3 4 2

1 2 4

3 2 10
1 1 2 1 10
3 3 3 3 3

1 2 1 2 13
3 3 3 3 3
3

x x x x s

x x x x s

x x x x x s

x x s

− + + + + =

− + + + + =

− + − = − − − −

− + + =

 

  
  :تبا اعمال اين برش جدول زير را خواهيم داش

  

  
  .دهيم تا به جواب بهينه دست يابيم ين ترتيب ادامه ميبه هم

    

 1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s 4s مقدار پايه
z 24 13− 0 3− 2− 0 0 0 8 
1s 18 1 0 4 3 1 0 0 1 
2s 1 2 0 1 2 0 1 0 3− 
3s 14 5 0 3− 1 0 0 1 2− 
2x 3 1− 1 0 0 0 0 0 1 

 

 1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s مقدار پايه

z 0 5− 8− 3− 2− 0 0 0 
1s 15 2 1− 4 3 1 0 0 
2s 10 1− 3 1 2 0 1 0 
3s 20 3 2− 3− 1 0 0 1 



 

 

  مختلط ياه مسألهبرش  -۲-۴-۳-۴
,0,1اگر مسأله مختلط بود، براي مثال اگر  2, 1, 2jx j= =K  و بقيه تنها قيد غير منفي بودن را

سپس آن را با . كنيم تا به جواب بهينه برسيم گرفته و حل ميداشتند، مانند قبل مسأله را پيوسته در نظر 
ها صادق بود، به  در صورتي كه جواب بدست آمده در محدوديت. كنيم ها بررسي مي در نظر گرفتن محدوديت

  .ايم؛ در غير اين صورت بايد برش انجام شود جواب بهينه رسيده
  

  :مثال
 1xبنابراين محدوديت . مقدار غيرصحيح را داراست 1xآن، ايم كه در  بعد از حل بهينه به جوابي رسيده 

  :نويسيم را براي آن به اين صورت مي
 

1 2 5 1 3

2 5 1 3 1 2

6.1 6 15.3 4.7 3.8
0.1 6 15.3 4.7 (3 6 ) 0.8

x x x s s
x x s s x x

+ − + + =

− + + = − − +
 

  
ب ياي صحيح با ضراه تنها متغيرآن  صحيح است و درآن  م که مقدار ثابتيدار يدر داخل پرانتزها عبارت

  :حال اگر. ح استيصح يعبارت عددآن  ن در هر جواب مطلوب مقداريبنابرا. اند هصحيح آمد
  

1 2 2 5 1 33 6 0 0.1 6 15.3 4.7 0.8x x x x s s− − ≥ → − + + ≥  
  

  :داريم 5xبا حذف
  

2 1 30.1 15.3 4.7 0.8x s s+ + ≥  
  :و اگر

1 2

2 5 1 3

3 6 1
0.1 6 15.3 4.7 0.2

x x
x x s s

− − ≤ − →
− + + ≤ −

  

  
  :داريم 5xبا حذف همه متغيرها غير از 

  
5 56 0.2 24 0.8x x− ≤ − → ≥  

  
  :ديآ يبا در نظر گرفتن دو رابطه فوق برش مورد نظر به دست م
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2 1 3

5 5

2 5 1 3

0.1 15.3 4.7 .8
6 .2 24 .8

0.1 24 15.3 4.7 .8

x s s
x x

x x s s

+ + ≥
→− ≤ − → ≥

→ + + + ≥

  

  
توانند با هم اتفاق بيافتند  يچرا که هر دو نم. توجه كنيد كه در اينجا ما دو نامعادله را با هم جمع نكرديم

  .اق نخواهد افتادو اگر يكي اتفاق بيفتد ديگري اتف
  



 

 

  يروش شمارش -۲-۴-۴
 يمرتب کرده و برا يب خاصيرا به ترت مسألهر يامکان پذ ياه يك سري از جواب يدر روش شمارش

  .کنيم ميکنترل  ينگيبه
  
  يا هترتيب لغتنام - ۲-۴-۴-۱

. اشدتواند به شكل برداري نيز ب يسازي يك سري داده است كه م يك روش براي مرتب اي لغتنامهترتيب 
  .ن صورت استفاده كرديتوان از اين روش به ا يبندي چند اسم م براي مثال براي ترتيب

  :مثال
  .کنيم سازي سري داده زير به اين ترتيب عمل مي براي مرتب

  
  محمود، محمد، مسعود، سعيد

  
يك رده قرار گيرد؛ اما بقيه در  يكنيم، سعيد در ابتداي ليست قرار م يم مقايسهابتدا حروف اول را با هم 

در اين مقايسه مسعود در . كنيم يبنابراين براي سه اسم باقيمانده از مقايسه حروف دوم استفاده م. دارند
اما حروف . كنيم يحال براي مقايسه محمود و محمد حروف سوم را مقايسه م. گيرد يقرار م چهارممكان 

وم كه در اين ترتيب محمد در مكان د كنيم يسه مرا با هم مقايآنها  بنابراين حرف چهارم. سوم با هم برابرند
  :شود ين صورت نتيجه ميگيرد؛ پس ترتيب مورد نظر به ا يم قرار مسوو محمود در مكان 

  
  .مسعود -  محمود - محمد  - سعيد 

  
براي تعيين بردار كوچكتر . رود ها به كار مي اي براي مرتب كردن بردار در اين مبحث نيز ترتيب لغتنامه

0بردار . ها را مرتب كنيم هاي متناظر را از سمت چپ با هم مقايسه نموده و بردار لفهبايد مو
r

اگر موجود  
  .باشد باشد همواره كوچكترين بردار مي

  
  :مثال
  .اي مرتب كنيد هاي زير را با استفاده از ترتيب لغتنامه بردار

  
1 0 1 0
2 2 0 2
3 4 5 0

A B C D
       
       = = = =       
              

r rr r  
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Bبينيم كه در کنيم و مي اول را با هم مقايسه ميهاي  مولفه
r وD

r ،بنابراين، اين دو . است 0مولفه اول
اين هاي دوم  رويم و از آنجا که مولفه هاي دوم اين دو بردار مي سپس به سراغ مولفه. بردار از بقيه كوچكترند

Dهاي سوم، بردار كوچكتر با مقايسه مولفه. كنيم هاي سوم را مقايسه مي دو بردار با هم برابرند، مولفه
r  در

Bگيرد و بردار ابتدا قرار مي
r هاي براي مقايسه بردار. شود در رديف دوم مرتب ميA

r وC
r

، از آنجا که مولفه 
Cرويم و در نتيجه بردار است به سراغ مولفه دوم مي 1اول هر دو بردار برابر

r
Aاز بردار 

r  کوچکتر شناخته
  :شوند اي به شکل زير مرتب مي شود، پس چهار بردار فوق به ترتيب لغتنامه مي

  
0 0 1 1
2 2 0 2
0 4 5 3

       
       → → →       
              

Dيا   B C A→ → →
r rr r  

  
  روش شمارش كامل -۲-۴-۴-۲

بدين معني . ح هستند، روش شمارش كامل استياي صحه ي كه داراي متغيرياه مسألهيك راه حل براي 
اين . كنيم يرا كه امكان پذير باشد، انتخاب مآنها  ا را فهرست كرده و بهترينه كه كليه ترتيبات ممكن متغير

  .كند يكوچكي كه تنها چند متغير دارند، خيلي خوب كار م ياه مسألهشيوه براي 
  : ما به صورت كلي زير باشد مسألهاگر 

min ( )
( )

s.t.
, { | 0 , }

i i

f x
g x b
x S S x x u x z

≥


∈ = ≤ ≤ ∈

  

اين نقاط را بررسي  يك راه ساده اينست كه نقاطي كه مختصات صحيح دارند را در نظر بگيريم و تك تك
ابر مکعب ( Sحلقه زير تمام نقاط با مختصات صحيح در مجموعه. كنيم تا بهترين جواب مشخص شود

uxمستطيل    .کند اي توليد مي را با ترتيب لغتنامه) 0≥≥

nn utoxDO

utoxDO
utoxDO

0

0
0

22

11

=

=
=

O
  

  
  .را تك تك بررسي كنيم، شمارش كامل انجام شده است Sاگر همه نقاط در مجموعه

  
  ٢٠روش شمارش جزيي يا ضمني -۲-۴-۴-۳

                                                
٢٠ Implicit Enumeration 



 

 

در روش شمارش جزيي سعي . كنيم را بررسي مي Sدر روش شمارش کامل، همه نقاط در مجموعه
در . نهايت جواب بهينه به دست آيد کنيم تعداد نقاط مورد بررسي را كاهش دهيم، به طوري که در مي

  :توابعي كه غير كاهشي يکنوا باشند، يعني اگر
)()(,, '" xfxfxxSxSx ′′≥′→′′≥∈∀∈′∀  

  
به صورت  يممکن است يک تابع پيوسته، غير كاهشي نباشد، ول. توان از اين روش استفاده كرد يباشد، م 

xxxfمثال تابع  يبرا. گسسته، غير كاهشي يکنوا باشد −= به صورت پيوسته تابعي غير كاهشي  )(2
(0):زيرا داريم. نيست 0f /1) و = 2) 1/ 4f = (1) و − 0f گسسته  ياين تابع غير كاهشي يکنوا يول. =
  .است

هايي كه  در روش شمارش كامل بردار. توابعي غير كاهشي باشند gو fحال فرض كنيد توابع مورد نظر
  :باشند بايد در نظر بگيريم چنين مي

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1
1 2

0,0, ,0 0, 0,0, ,0,1 , , 0,0, ,

0,0, ,0,1,0 , , , , ,

n
N

n N
n

x x x u

x x u u u U+

= = = =

= = =

K K K K
r

K K K
  

  
  :اي موجود برابراست باه تعداد بردار

  

∏
=

+=
n

j
juN

1

)1(  

  
01باشند، يعني  اي مي هاي فوق داراي ترتيب لغتنامه بردار =x را اولين بردار وNx  را آخرين بردار

باشد و ترتيب ديگري براي آنها  اين ترتيب يك ترتيب يگانه مي. باشند دانيم و بقيه نيز داراي ترتيب مي مي
  :كنيم ن ترتيب تعريف ميبدي ′xيك بردار xبراي هر بردار. توانيم در نظر بگيريم نمي

  
1 if

Does not exist if

k k
k

k

x x u
x x x

x u

+ =/′= ⇒ = 
=

  

  
ها  اي بردار بزرگترين بردار در ترتيب لغتنامه x@.كنيم تعريف مي x@يك بردار xو نيز براي هر بردار 

. اي، ترتيب جزيي را هم داشته باشند در ترتيب لغتنامه x@و xهاي بين است، مشروط بر اين كه کليه بردار
  :يعني
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٢١@ @,
L L

y x y x x y x∀ ≤ ≤ → ≤ ≤

( ) ( )

1 1

2 2 @
1 2 1 2, , ,..., , ,..., ,...,n k n

n n

x y
x y

x y x x x x x x x u u

x y

≤
 ≤≤ → = → =

 ≤

M
  

  
uxآنگاه  x=0اگر  از سمت راست شروع كرده و  x@براي به دست آوردن در غير اين صورت. @=

  .كنيم اولين عنصر غير صفر را جستجو مي
  

( ) 0,....,,0,,...,, 121 ==/= + nkkn xxxxxxx  
  

و سمت راست آن را برابر حد بالا قرار  x،kx@است، بنابراين در kxدر مثال بالا اولين عنصر غير صفر 
1kxتا 1xه وداد   : به عنوان مثال. دهيم را برابر مقادير خودشان قرار مي −

( ) ( )
( ) ( )nnn

n

uuuxx
uxx

,,,1,...,0,5,00,0,1,1...,0,5,0

,...,0,0,01,...,0,0,0

12
@

@

−−=⇒=

=⇒=  

  
  :شود هم تعريف مي x#يك بردار  xبراي هر

  

( )@ @
#

@

'
if

Does not exist if

x x ux
x u

 ≠= 
 =

  

  
براي به . اي است كه ممكن است وجود نداشته باشد در ترتيب لغتنامه x@اولين بردار پس از  x#بردار 

ير کنيم و به دنبال اولين عنصر غ شروع مي xاز سمت راست يعني آخرين مولفه بردار x#دست آوردن بردار 
را بررسي  jx−1اولين عنصر غير صفر باشد، عنصر قبل از آن يعني  jxبه عنوان مثال اگر. گرديم صفر مي

يم تا اولينده رويم و به همين ترتيب ادامه مي مي jx−2در حد بالاي خود بود، به سراغ  jx−1اگر. كنيم مي
kx به اين. پيدا شود كه در حد بالايش نباشدkx  سپس همه مقادير سمت راست . كنيم را اضافه مي 1عدد

در  jxي قبل ازها  xاگر همه. گذاريم دهيم و مقادير سمت چپ را به همان صورت باقي مي را صفر  قرار مي
  .وجود ندارد x#حد بالاي خود بود، بردار 

  
  :مثال

                                                
٢١ L=Lexicographic 



 

 

)اگر  )2,3,1,2,30 ≤≤ x باشد، ابتداN كنيم را محاسبه مي.  
  

( ) 288342341
5

1

=××××=+= ∏
=j

juN  

  
براي . آمده است x#و x′،@xها xدر زير براي برخي. بايد کنترل شوندنقطه داريم كه  ۲۸۸يعني در کل 

  )اي سيستم چرتكه. (كنيم مربوط جمع مي xرا به صورت عددي با بردار 1عدد ′xبه دست آوردن بردار
  

  
  

)بايد کنترل كنيم كه آيا x=0با شروع از  )@ , 1,...,i ig x b i m≥   صادق است يا نه ؟ =
ها صادق است؛ و اگر  وجود دارد که درمحدوديت x@و xبين يا هاگر اين شرط برقرار باشد گوييم نقط

اي وجود ندارد که در آن محدوديت صادق  نقطه x@و xاين شرط براي محدوديتي صادق نباشد، آنگاه بين
  :دليل اين امر اينست که. باشد

( ) ( ) ( ) iiii

LL
bxgygxgxyxxyx <≤≤→≤≤→≤≤ @@@  

  
اي وجود ندارد كه در آن محدوديت صادق باشد و اين بدين معني است كه ما به طور yدار پس هيچ بر 

باشد، اگر موجود  x#اگر شرايط فوق برقرار باشد، براي. ايم را کنترل كرده x@و xضمني تمام نقاط بين
)اگر. دهيم همين عمل را انجام مي )f x  تابع غير كاهشي نباشد و آن را بتوانيم به وسيله تفاضل دو تابع

  :غيركاهشي بنويسيم
( ) ( ) ( )

( )
1 2min

1,...,
s.t.

0
i i

f x f x f x

g x b i m
x u

= −

 ≥ =


≤ ≤

  

  
)همچنين براي   )xg i را به صورت تفاضل دو تابع  ها هم، اگر توابعي غير كاهشي نباشند ولي بتوانيم آنها

)غيركاهشي )1ig x  و( )2ig x بنويسيم؛ امكان شمارش ضمني وجود دارد .  
( ) ( ) ( ) iiii bxgxgxg ≥−= 21  

  

x  x′ @x #x 

0  ( )1,0,0,0,0 Nxu  وجود ندارد  =
( )1,0,0,0,0 ( )2,0,0,0,0 ( )0,0,0,0,2 ( )0,1,0,0,0 
( )0,0,0,1,0 ( )1,0,0,1,0 ( )2,3,1,2,0 ( )0,0,0,0,1 
( )0,3,1,2,1  ( )1,3,1,2,1  ( )2,3,1,2,1  ( )0,0,0,0,2  
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)براي اين کار، حد بالاي تابع  )xg i  را( ) ( )xgxg ii 2
@

1 )دهيم؛ چون اگر تمام  قرار مي − )yg i ها را
  . شود يمحاسبه كنيم، هيچيک از مقدار فوق بزرگتر نم

)اگر ) ( )@
1 2i i ig x g x b− ولي اگر . جوابي وجود داشته باشد x@و xصادق باشد، ممكن است بين ≤

 x#وجود ندارد که در اين محدوديت صادق باشد؛ بنابراين به سراغ  x@و xاي بين صادق نباشد، نقطه
  .رويم يم

  



 

 

  :الگوريتم روش حل به صورت زير است
  

  

  
 

  

@( ) ( )1 2

i such that

g x g x bi i i

∃

− <

 

0x

f

←

← ∞

 

fxf <)(

( )
i such that
g x bi i

∃
<

( )f f x

x x

←

←
 

 exists?x′
 

#xx ← 

 پايان

  شروع

x x′← 

 بله

 بله

 بله

 بله

#  exists?x
 

 بله

 خير

 
 

@
1 2( ) ( )f x f x f− < 

 

 بله

 خير

 خير
 خير

 خير

 خير
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  :مثال
( ) 322

1

2 2
1 2
2 3
2 3

1 2 3

1

2

3

min 3 2

10
15

2 3 5 20s.t.
0,1, ,5
0,1, ,7
0,1, , 4

xxf x x

x x
x x

x x x
x
x
x

= + +

 + ≥


− ≥
 − + ≥


=
 =


=

K
K
K

  

  
اما به صورت  .ندصورت يك تابع يكنواي غيركاهشي نيستبه  و سوم دوم هاي در اين مثال محدوديت

  باشند مي شيتفاضل دو تابع غير كاهشي قابل نما
  

( ) 322
1

2 2
1 2

2 3
2 3

1 3 2

1

2

3

min 3 2

10
( ) ( ) 15
(2 5 ) (3 ) 20s.t.

0,1, ,5
0,1, ,7
0,1, , 4

xxf x x

x x
x x

x x x
x
x
x

= + +

 + ≥


− ≥
 + − ≥


=
 =


=

K
K
K

  

  
@0x x U= → =  

  
  : كنيم و داريم محاسبه مي x@محدوديت اول را در نقطه 

  
1075 22 ≥+  

  
  : دهيم قرار مي xرا از 3xو x@را از 2xبراي محدوديت دوم. باشد ه محدوديت اول برقرار ميكه در نتيج

1007 2 ≥−  
  

  .کنيم يت دوم عمل ميت سوم نيز مانند محدوديمحدود يبرا
]را براي بردار x@اگر بخواهيم ]0 0 1x′ را  nxكنيم و مقدار  شروع مي nxبه دست آوريم، از  =

  :دهيم رار ميرا همان مقدار بردار ق xدهيم و بقيه قرار مي x@مقدار



 

 

[ ] [ ]@0 0 1 0 0 4x x′ = → =  
  

]هاي بين در محدوديت اول صادق نباشد، هيچكدام از بردار ′xاگر بردار اول ]0 0 ]و 1 ]0 0 در  4
  :بردار صادق نخواهند بود

  
[ ] [ ]

[ ]
[ ]

@

#

@

0 0 1 0 0 4

0 1 0

0 7 4

x x

x x

x

′ = → =

→ = =

→ =

  

  
]و بردار ]@ 0 7 4x   :كند سوم صدق نمي  هم در محدوديت =

  
0 49 10
49 0 15
0 20 3 17 20

+ ≥
− ≥

+ − = <
  

  
  .اند ها صدق نخواهد كرد و شمارش شده اي بين اين دو هم درمحدوديته در نتيجه بردار

[ ]
[ ]
[ ]

@

#

@

0 7 4

1 0 0

5 7 4

x

x x

x

=

→ = =

→ =

  

  
  .دهيم ين ترتيب شمارش را ادامه ميو به هم

  
x هاي بعدي به صورت زير هستند:  

  
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

@

@#

# @

@

# @

1 0 1 , 1 0 4

1 1 0 , 1 7 4

2 0 0 , 5 7 4

2 0 1 , 2 0 4

2 1 0 , 2 7 4

x x

x xx

x x x

x x

x x

= =

= ==

= = =

= =

= =

  

  
ها ميتواند در زمان حل آن مسأله تاثير  در حل يك مسأله به روش شمارش ضمني ترتيب متغير :نکته

  .داشنه باشد
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 :تمرين
ان گذاري با فرآيندهاي مالي متفاوت، بر حسب هزار دلار در جدول نش دو سرمايه: بندي سرمايه بودجه - ۱

با فرض . دلار ۷۰۰۰، ۱دلار براي سرمايه گذاري موجود است و در زمان  ۱۰۰۰۰ ۰در زمان . اند داده شده
0.1rاينکه نرخ بازگشت سالانه برابر با  ارزش فعلي "تنظيم کنيد که پاسخ آن مقدار  LPاست، يک مدل  =

  .اکزيمم کندها را م گذاري به دست آمدع از اين سرمايه ٢٢خالص
  

  
  

  :يک شرکت بيمه در طي شش ماه آينده به تعداد زير رايانه نياز دارد ٢٣:يا چند دوره يبند زمان - ۲
  

  
  

لار و د ۳۵۰دلار،  ۲۰۰هاي يک، دو و سه ماهه به ترتيب با قيمت ماهيانه  ها را براي دوره توان رايانه مي
  .بندي کنيد به نحوي که هزينه اجاره حداقل گردد فرمول LPيک مساله . دلار اجاره کرد ۴۵۰
  
نشاني  هاي آتش اين کشور بايد مشخص کند که ايستگاه. تعداد شش شهر در يک کشور وجود دارد - ۳

اي هر  دقيقه ۱۵نشاني در فاصله  هاي آتش کجا ساخته شوند به نحوي که در هر شهر حداقل يکي از ايستگاه
  :ها در جدول زير آورده شده است جايي پين شهر به زمان لازم براي جا. شهر باشد

  

                                                
٢٢ Net Present Value 
٢٣ Multi Period Work Scheduling 

  شهريور  مرداد  تير  خرداد  ارديبهشت  فروردين  ماه
  ۵  ۱۰  ۹  ۷  ۵  ۹  تعداد
 

    زمان
۳ ۲ ۱ ۰  
۹+  ۷+  ۵ -  ۶ - ۱گذاری  سرمايه   
۷+  ۹+  ۳ -  ۸ - ۲گذاری  سرمايه   

 



 

 

  
  

  .نشاني را مشخص کند هاي آتش هاي ايستگاه بندي کنيد که تعداد و مکان فرمول IPيک مدل 
  
هر خط . کند وليد متفاوت، توليد مييک شرکت چسب سازي سه نوع متفاوت از چسب را در دو خط ت - ۴

کارگراني که در خط توليد شماره يک به کار گرفته شوند، . کارگر را به کار گيرد ۷تواند حداکثر  توليد مي
دلار در هفته حقوق  ۹۰۰دلار در هفته و کارگراني که در خط توليد شماره دو به کار گرفته شوند،  ۵۰۰

دلار هزينه دارد و  ۲۰۰۰دلار و خط دو  ۱۰۰۰کاري، تنظيم خط يک براي يک هفته . دريافت خواهند کرد
  :هر يک از کارگران به مقدار نشان داده شده در جدول زير چسب توليد خواهد کرد

  

  
  

واحد  ۲۰۰و  ۲واحد از چسب شماره  ۱۵۰واحد از چسب شماره يک،  ۱۲۰با توجه به اينکه در هر هفته 
  .بندي کنيد که هزينه هفتگي را بهينه کند فرمول IPبايد توليد شود؛ يک مدل  ۳سب شماره از چ
  :دست آوريد به يهزينه زير را با روش مجارستان يجواب بهينه ماتريسها - ۵

  























8107108
54327
813111210
571098
22546

   

  و

    ۱چسب   ۲چسب   ۳چسب 
  ۱خط توليد   ۲۰  ۳۰  ۴۰
  ۲خط توليد   ۵۰  ۳۵  ۴۵

  ۲شهر   ۱۰        
  ۳شهر   ۲۰  ۲۵      
  ۴شهر   ۳۰  ۳۵  ۱۵    
  ۵شهر   ۳۰  ۲۰  ۳۰  ۱۵  
  ۶شهر   ۲۰  ۱۰  ۲۰  ۲۵  ۱۴

    ۱شهر   ۲شهر   ۳شهر   ۴شهر   ۵ر شه
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1210538
54327
83111210
581097
62534

  

  
فرض هزينه وديگر بار به عنوان سود بدست  بار با يک يجواب بهينه ماتريس زير را با روش مجارستان - ۶
  :آوريد

  



















8234
7562
4923
90814

  

  



 

 

توانيد از هر روش دلخواه  يزيرمسئله م حل هر يبرا. زير را با روش شاخه کرانه حل کنيد IPمسئله  - ۷
  .افزار استفاده کنيد يا نرم

  
1 2

1 2

1 2

1 2

max 8 5
5 6

s.t. 9 5 45
0 ,i

z x x
x x
x x

x x x

= +

+ ≤
 + ≤
 ≥ ∈ ¢

  

  
  .شاخه و کرانه حل کنيدرا با روش ) سود(زير مسئله تخصيص  - ۸

  

 


















416128
1432
5201510
31296

  

  
در جدول بهينه پيوسته  اگر .صحيح هستند ۳ و ۲ و ۱ يمتغيرها يخط يدر يک مدل برنامه ريز - ۹

  :متغير پايه است به صورت زير باشد برش مربوط به اين محدوديت را به دست آوريدآن  که در يمحدوديت
  

2 3 4 5 6
7 9 172 2
3 4 5

x x x x x− + + − + =  
  

 
ها صحيح همه متغير(.را در جدول وارد کنيد زير برش مربوط به محدوديت اول IPبرنامه  يبرا - ۱۰
  .)هستند

  

  
  )جواب بهينه(

  
  حل کنيد يمسئله زير را با روش شمارش ضمن - ۱۱

  

5x  4x  3x  2x  1x  پايه  مقدار  

3  1  0  0  2  L  z  
0.25  1.5  1  0  3.5−  17

3  
3x  

1  1.5−  0  1  5
3  1.6  4x  
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3 2
1 2

2 2
1 2

2 2
2 3

1 2 3

min 5 2 3 10

10

10s.t.
3 2 10

0,1,3 1,2,3i

z x x x

x x
x x
x x x

x i

= + + +

 + ≥


+ ≥


+ + ≥
 = =

  

  
  



 

 

  ريزي پويا برنامه - فصل سوم 
  
 
  مقدمه - ۳-۱

ساده  يها مسألهاي از  پيچيده را به دنباله يها مسألهاست كه  سازي بهينهپويا يك شيوه  يريز مهبرنا
پويا يك  يريز برنامه. است سازي بهينهاين روش  يا در ماهيت چند مرحلهآن  مشخصه اصلي. كند يتبديل م

هاي گوناگوني از  وب روشدر اين چارچ. دهد يها ارائه م مسألهچارچوب كلي براي تجزيه و تحليل خيلي از 
  .باشد يم يها قابل به كارگير مسألهبراي حل صور مختلف  سازي بهينه

اي از  را به دنباله مسألهبه عبارت ديگر بايد . را تعريف كنيم مسألهيك  يها در اين روش ابتدا بايد مرحله
كه هر مرحله ممكن است از  ها بايد در نظر داشته باشيم پس از تعريف مرحله. تر تجزيه كنيم ساده مسائل

  .يك يا چند حالت تشكيل شده باشد
  
  اصل بهينگي -۳-۲

د يمات بايفعلي هر چه که باشد، باقيمانده تصم حالتهر سياست بهينه داراي اين خاصيت است كه 
  .نه باشنديبه

آن  كه درتوان به صورت يك شبكه در ذهن مجسم كرد،  يرا م مسألهپويا، هر  يريز برنامه يها مسألهدر 
ترين مسير و اگر تابع هدف به صورت حداقل باشد،  اگر تابع هدف به صورت حداكثر باشد، به دنبال طولاني

اصل بهينگي گوياي اين نكته است كه هرگاه در يك گره . جوييم يكوتاهترين مسير بين دو يا چند گره را م
بماند و گره در مسير بهينه قرار  يده بهينه باقن شييمات بهينه باشد؛ تا مسير تعيباشيم، بايد باقيمانده تصم

  .م غير بهينه بگيريم، سياست، سياستي بهينه نخواهد بودياگر حتي در يك قدم، تصم. گيرد
اگر حركت از مرحله . توانيم حركت خود را از مرحله اول و يا از مرحله آخر شروع كنيم يدر اين روش، م
  .مييگو يم حركت پسروآن  مرحله شروع شود، بهآخرين  از و اگر حركت پيشروآن  اول شروع شود، به

احتمالي به كار  يها مسألهها، قابل استفاده است، اما حركت پيشرو براي  مسألهحركت پسرو براي تمام 
 .رود ينم

  
  ريزي پويا هاي اصلي برنامه ويژگي -۳-۳

به . م گرفته شوديو در هر مرحله بايد يك تصم مرحله تقسيم كرد nتوان به يرا م مسألههر  .۱
 .از تصميمات مرتبط با يکديگر يا عبارتست از دنباله مسألهعبارت ديگر 

 که ممکن است سيستم در يحالات عبارتند از وضعيت يبطور کل. هر مرحله تعدادي حالت دارد .۲
 :تواند مفيد باشد يم، جواب به دو سوال مسألهدر تعيين حالت براي يك . مرحله داشته باشدآن 

  كند؟ يها را به هم مرتبط م چه چيزي مرحله) الف
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مات قبلي يم مجاز را انتخاب كرد؛ بدون اين كه تصميبه چه اطلاعاتي نياز است تا بتوان تصم) ب
  .مشخص شده باشند

م حالت مرحله فعلي به حالتي در مرحله ديگر يدر هر حالت از هر مرحله با اتخاذ يك تصم .۳
 .يابد يمانتقال  

تعيين سياست  با  را ياصل مسألهشده است که جواب بهينه  يطراح يا گونه هاين روش حل ب .۴
به  ياينکه تصميم بهينه در يک مرحله خاص بستگ ييعن. بيابد بهينه هر حالت از هر مرحله

 يبرا ياين به اصل بهينگ. ايم حالت رسيدهآن  مرحله دارد نه اينکه چگونه بهآن  حالت
 .پويا معروف است يريز برنامه

باقيمانده، مستقل از  يها با فرض معلوم بودن حالت در هر مرحله، سياست بهينه در مورد مرحله .۵
 .قبلي اتخاذ شده است يها سياستي است كه در مرحله

هاي مرحله آخر در  ها با پيدا كردن جواب بهينه مربوط به كليه حالت مسألهحل اين نوع از  .۶
 .گردد يشرو آغاز ميول در حرکت پحرکت پسرو و مرحله ا

توان با يك رابطه برگشتي و با فرض معلوم بودن  يسياست بهينه هر حالت از هر مرحله را م .۷
شرو يدر حرکت پ يهاي مرحله بعدي در حرکت پسرو و مرحله قبل سياست بهينه تمام حالت

 .مشخص ساخت
شروع ميگردد و مرحله به مرحله  مرحله) اولين(آخرين  حل از ،ياين رابطه برگشت يبا بکارگير .۸

کل  ياين کار به يافتن جواب بهينه برا. نيز حل گردد) خرآ(ميرود تا مرحله اول ) جلو(به عقب 
  .شود مي يمنته مسأله

  
  حرکت پسرو و پيشرو و مرحله و حالت - ۳-۴

كه به زمان ي يها مسألهكنيم؛ مثلا براي  يخاص خودش را تعريف م يها خاص، مرحله مسألهبراي حل هر 
ي كه مكان مطرح است، هر مكان را يها مسألهتوان واحد زمان را مرحله در نظر گرفت و در  يبستگي دارند، م

  .توان يك مرحله در نظر گرفت يم
  

  :مثال
به بازار برويم، به صورتي  يخواهيم براي خريد از منطقه مسکون يم. قسمتي از يك شهر را در نظر بگيريد

ها به  دايره. نشان داده شده است مسألهر اين يدر شکل ز. ن به محل مورد نظر برسيمكه در كمترين زما
ها و  ن مرحلهييگام ابتدا تع. شود ياست كه در هر تقاطع تلف م يباشند و اعداد، زمان يها م منزله تقاطع

  .باشد يگيري م ميهاي تصم ها و متغير حالت
 

  .مگيري يهر ستون را يك مرحله در نظر م :مرحله



 

 

  .مينام يهر تقاطع در هر ستون را يك حالت م :حالت
  

  
  

در اينجا هر دو حرکت . قطعي است، حركات پسرو و پيشرو، هر دو، كاربرد دارند مسألهبا توجه به اين كه 
  : دهيم يرا نشان م

  
  حركت پسرو) الف

در هر مرحله . ميرو يمرحله اول م يم و به سويکن يدر حرکت پسرو، حرکت را از مرحله آخر شروع م
دن به مرحله يم و پس از رسيآور يمرحله را به دست مي آن دن به تمام حالتهايرس يحداقل زمان ممکن برا

  .کنيم ين مييکه حداقل زمان را نتيجه داده است، جواب بهينه را تع ياول با توجه به مسير
در مرحله چهارم مقدار . كنيم يمرحله اول حركت م يبه سو م ويکن يحركت را از مرحله چهارم شروع م

درگام بعدي براي رفتن به مرحله . باشد يم ۷و  ۸و  ۹و  ۶و  ۱۲تقاطع به ترتيب  ۵زمان توقف در هر يك از 
  :ن صورت به دست آوريميرسيدن به مقصد را به ا يبايد كمترين زمان ممکن برا ۳

  
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ){ }

16 min 10 12 , 10 6

14 min 8 6 , 8 9

12 min 4 9 , 4 8

9 min 2 8 , 2 7

12 min 5 7

= + +

= + +

= + +

= + +

= +
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مرحله  ۱از حالت  يکير يدر مرحله سوم، دو مس ۱دن به حالت يرس يوان مثال در رابطه اول، برابه عن
سه يمرحله سوم با هم مقا ۱مرحله چهارم به حالت  ۲از حالت  يگريمرحله سوم و د ۱چهارم به حالت 

  .اند شده
  

  :رويم يم ۲در گام بعد به مرحله 
  

( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

22 min 6 16

18 min 4 16 , 4 14

19 min 7 14 , 7 12

12 min 3 12 , 3 9

15 min 6 9 , 6 12

= +

= + +

= + +

= + +

= + +

  

  
  :ميرو يم ۱گام به مرحله آخرين  و در

  
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ){ }

23 min 5 22 , 5 18

21 min 3 18 , 3 19

19 min 7 19 , 7 12

16 min 4 12 , 4 15

23 min 8 15

= + +

= + +

= + +

= + +

= +

  

  
  :ميا نوشتهآن  ها را در کنار ک از تقاطعيدن به هر يرس ير براين مسير طول بهتريدر شکل ز



 

 

  
  

در مرحله اول شروع  ۴به دست آمد که از حالت  يريمس يشود، کمترين زمان برا يده ميهمانطور که د
درنتيجه . ميابيکنيم تا مسير بهينه را ب يم ين مسير بهينه روابط را دوباره بررسييتع يبنابراين برا. شود يم

مرحله اول به  ۴و با حرکت از حالت  ۱۶براي حركت از مناطق مسكوني به بازار كمترين اتلاف زمان، برابر 
  .ديآ يه چهارم به دست ممرحل ۵مرحله سوم و به حالت  ۴مرحله دوم، سپس به حالت  ۴حالت 
  
  حركت پيشرو) ب

شروع حرکت از مرحله  يکنيم؛ با اين تفاوت که به جا يشرو نيز همانند حرکت پسرو عمل ميدر حرکت پ
  .رويم يآخر، از مرحله اول شروع به حرکت کرده و به سمت مرحله آخر م

  
در مرحله اول مقدار . كنيم يمرحله چهارم حركت م يم و به سويکن يحركت را از مرحله اول شروع م

 ۲درگام بعدي براي رفتن به مرحله . باشد يم ۸و  ۴و  ۷و  ۳و  ۵تقاطع به ترتيب  ۵زمان توقف در هر يك از 
  :ن صورت به دست آوريميرسيدن به مقصد را به ا يبايد كمترين زمان ممکن برا

  
( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

11 min 5 6

7 min 5 4 , 3 4

10 min 3 7 , 7 7

7 min 7 3 , 4 3

11 min 4 6 , 8 6

= +

= + +

= + +

= + +

= + +

  

  
  :رويم يم ۳در گام بعد به مرحله 
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( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

17 min 11 10 , 7 10

15 min 7 8 , 10 8

11 min 10 4 , 7 4

9 min 7 2 , 11 2

= + +

= + +

= + +

= + +

  

( ){ }16 min 11 5= +  
  

  :ميرو يم ۴گام به مرحله آخرين  و در
  

( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

29 min 17 12

21 min 17 6 , 15 6

20 min 15 9 , 11 9

17 min 11 8 , 9 8

16 min 9 7 , 16 7

= +

= + +

= + +

= + +

= + +

  

  
  :ميا نوشتهآن  ها را در کنار ک از تقاطعيدن به هر يرس ير براين مسير طول بهتريدر شکل ز

  
  

  .نه همانند حرکت پسرو به دست آمدير بهيز مسين روش نير اشود، د يده ميهمانطور که د
  

  .هاي بهينه، يكسان است مقدار بهينه و مسير يعنيدر حركت پيشرو و پسرو، جواب نهايي  :۱نکته 
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هاي هر حالت مجموعه  هاي هر حالت و در حركت پيشرو، ورودي در حركت پسرو، خروجي :۲نکته 
  .كنند يمات مجاز را مشخص ميتصم

که  ير بهينه از هر حالت تا مقصد است؛ در حالير، طول مسيار انتخاب مسيدر حركت پسرو، مع :۳ته نک
  .ميقرار دارآن  است که در ير بهينه از مبدا تا حالتيار انتخاب ، طول مسيشرو معيدر حرکت پ

  
ها را  ا و حالته اي را حل كنيم، بايد روابط بازگشتي، مرحله مسألهدرحالت كلي اگر بدون شكل بخواهيم 

  .شود يپيشرو و يا پسرو بودن آن، نوشته م يعنيرابطه بازگشتي با توجه به نوع حركت، . بنويسيم
  
  رابطه بازگشتي براي حركت پسرو - ۳-۵

 kSسير بهينه از گرهخواهيم م يم. باشيم kSو در يك حالت دلخواه مثلا حالت kفرض کنيد در مرحله
به گره مقصد را  kSهاي موجود، از گره ترين راه اينست كه كليه مسير طبيعي. به گره مقصد را پيدا كنيم

به . ترين مسير را انتخاب کنيم ها، كوتاه بررسي کنيم و پس از پيدا كردن اندازه هر مسير و مقايسه بين آن
  .اين روش شمارش كامل گويند

  
  :دير را در نظر بگيريز يها فيتعر

  
  k:  kSحالت در مرحله

  :تا مقصد kمرحله kSطول مسير بهينه از حالت
  .)توجه كنيد كه نوع حركت، پسرو است(  

( )k kU S  

  :kمرحله kSمات مجاز در حالتيمجموعه تصم
  .)شوند يهايي كه از گره خارج م ناكليه كم(

kD  

  
. شود يته مم مجازي كه گرفيدر حرکت پسرو، حالت مرحله بعدي، تابعي است از حالت فعلي و تصم

  :يعني
  

( )1 ,    , , 1j j jS g S d j k n+ = = −K  
  

  :براي شمارش كامل داريم
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هاي احتمالي كه از ضرب  ها به دست بيايد، مثل مسير اي، طول مسير از ضرب كمان مسألهر در اگ

  :دهيم يآيند؛ قرار م يها به دست م احتمال
  

( ) 111 =++ nn SU 
  

  حركت پيشرو يبطه بازگشتي برارا - ۳-۶
طول مسير بهينه از مبدا تا هر ي آن از مرحله اول است و طآن  اگر حركت به صورت پيشرو باشد، شروع
مات مجاز يبه هر گره، مجموعه تصم يها ن ورودييبنابرا. آوريم يگره در هرحالت از هر مرحله را به دست م

هايي كه از مبدا  م؛ طول تمام مسيريكه قرار گرفت يا ر گرهر، در هيهمچنين، در طول مس. کند يرا مشخص م
  :كنيم يشود را به دست آورده و با هم مقايسه م يگره ختم مآن  شروع شده و به

  
  k:  kSحالت در مرحله 

  :kمرحله kSطول مسير بهينه از مبدا تا حالت
  .)توجه كنيد كه نوع حركت، پيشرو است(  

( )k kU S  

  :kمرحله kSمات مجاز در حالتيمجموعه تصم
  .)شوند يهايي كه به گره وارد م ناكليه كم(

kD  

  
 يول. شود يم مجازي كه گرفته مي، تابعي است از حالت فعلي و تصميشرو، حالت مرحله قبليدر حرکت پ

  :يعني. اين نوع از حرکت، نوع نوشتن محدوديتها متفاوت است يبرا



 

 

( )1 ,    2, ,j j jS g S d j k− = = K 

  
  :براي شمارش كامل داريم
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  :ها ضرب كمانو درحالت 

( ) 100 =SU  
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  دو مثال با دو نوع حركت - ۳-۷
  :مثال اول

. و بازار را با استفاده از فرمول حل کنيم ين منطقه مسکونيک نمونه کوچکتر از حرکت بيخواهيم  يم
  :شکل زير را در نظر بگيريد

  
  

  حرکت پسرو
  :ميحرکت پسرو، دار يبا استفاده از فرمول برا

  
( )5 5 0U S =  

  :مرحله چهارم داريم يو برا
  

( ) ( ) ( ){ }
( )
( )
( )

4 4 4 4 4 5 5

4 4

4 4

4 4

1 min , 4

2 6

3 6

4 4

U S f S d U S

U S

U S

U S

= = + =

= =

= =

= =

  

  

2 
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7 
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4 
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3 
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1 2 3 4 

لت
حا

  

 مرحله

زار
با

  

ني
کو
مس

قه 
نط
م

 



 

 

  
  

  :مرحله سوم داريم يبرا

 
  

  :ميمرحله دوم دار يبرا

  
  :ميرمرحله اول، دا يو برا

2k =  
2

2

     d
S

 
( ) ( )2 2 2 3 3,f S d U S+ 

( )2 2U S *
2d 

 حركت پايين حركت بالا

1 −  6 11 17+  پايين 17  =

2 8 11 19+ =  8 11 19+   بالا يا پايين  19  =
3 6 11 17+ =  6 11 17+   بالا يا پايين  17  =

 4 11 15+ =  4 9 13+ 4  پايين  13  =

3k =  

 
( ) ( )3 3 3 4 4,f S d U S+ 

( )3 3U S  
 حركت پايين حركت بالا

1 7 4 11+ =  7 6 13+  بالا 11  =

2 5 6 11+ =  5 6 11+   بالا يا پايين  11  =
3 7 6 13+ =  7 4 11+   پايين  11  =

 5 4 9+   بالا  9  −  =
 

3

3

     d
S

4

4k =  
( )4 4U S  4S  

4  1  
6  2  
6  3  
4  4  
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براي تعيين مسير . باشد يم ۱۶بازار برابر  ن طول كوتاهترين مسير از منطقه مسكوني به منطقهيبنابرا
كنيم و با توجه به اين که مقدار بهينه از کدام مسير نتيجه شده، هر گام  يجدول شروع مآخرين  بهينه از

  :کنيم يحرکت را مشخص م
  

 3 4 4 4→ → →  
 
 

  حرکت پيشرو
  :كنيم ين صورت عمل ميبراي حركت پيشرو به ا

  
( )0 0 0U S =  
  

  :مرحله اول داريم يو برا
  

( ) ( ) ( ){ }
( )
( )
( )

1 1 1 1 1 0 0

1 1

1 1

1

1 min , 2

2 5

3 3

4 7

U S f S d U S

U S

U S

Uv S

= = + =

= =

= =

= =

  

  

1k =  
1

1

     d
S

 
( ) ( )1 1 1 2 2,f S d U S+ 

( )1 1U S *
1d 

 حركت پايين حركت بالا

1 2 17 19+ =  2 19 21+  بالا 19  =

2 5 19 24+ =  5 17 22+   پايين  22  =
3 3 17 20+ =  3 13 16+   پايين  16  =

 7 13 20+   بالا  20  −  =
 

4



 

 

  
  

  :ميمرحله دوم دار يبرا

  
  

  :مرحله سوم داريم يبرا

 
  

  :ميمرحله چهارم، دار يو برا

3k =  

 
( ) ( )3 3 3 2 2,f S d U S+ 

  
 حركت پايين حركت بالا

1 10 7 17+ =  8 7 15+   پايين 15  =
2 9 5 14+ =  10 5 15+  بالا  14  =

3 7 7 14+ =  9 7 16+  بالا  14  =

  پايين  12    − 

3

3

     d
S

( )3 3U S

4 7 5 12+ =

2k =  
2

2

     d
S

 
( ) ( )2 2 2 1 1,f S d U S+ 

( )2 2U S *
2d 

 حركت پايين حركت بالا

 بالا 8  −   1

2 5 8 13+ =  2 8 10+   پايين  10  =
3 3 6 9+ =  5 6 11+   بالا  9  =

 7 4 11+ =  3 4 7+   پايين  7  =

2 6 8+ =

4

 
1S ( )1 1U S 

1 2 
2 5 
3 3 

  

1k =

4 7
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  .ز جواب برابر با روش قبل به دست آمده استين روش نيشود که در ا يده ميد
  

در مثال قبل، اگر بخواهيم از قسمت خاصي از منطقه مسكوني حركت كنيم، بايد طول مسير  :نکته
ن ييتع ياز آنجا که پس از نوشتن جداول در روش پسرو، برا. نقطه را تا بازار بيابيمآن  بهينه از

توانيم از نقطه خاص مورد  يبا استفاده از حرکت پسرو م. کنيم ين جدول شروع مير از آخريمس
برعکس اگر بخواهيم به منطقه . مينه حرکت کنير بهينظر در مبدا به سمت مقصد و در طول مس

در مثال فوق اگر بخواهيم از حالت . شرو استفاده كنيميد از حركت پير وارد شويم، باخاصي از بازا
وارد  ۴مرحله  ۲م به حالت يباشد و اگر بخواه يم ۲۲ر بهينه يشروع كنيم، طول مس ۱مرحله  ۲

  .باشد يم ۲۰نه ير بهيم طول مسيشو
  

4k =  
4

4

     d
S

 
( ) ( )4 4 4 3 3,f S d U S+ 

( )4 4U S *
4d 

 حركت پايين حركت بالا

1 15 4 19+  بالا 19  −  =

2 14 6 20+ =  15 6 21+   بالا  20  =
3 14 6 20+ =  14 6 20+   پايينيا  بالا  20  =

 12 4 16+ =  14 4 18+ 4  بالا  16  =



 

 

  :مثال دوم
م با توجه به جدول زير، چگونه يم بدانيخواه يم. ميم کنيفروشگاه تقس ۴ن ييخچال را ب ۱۴م يخواه يم

  :ها توزيع شود كه حداکثر درآمد را داشته باشيم يخچال

  
  

حركت مناسب هم پسرو . گيريم يها در نظر م ها را به عنوان مرحله فروشگاه. قدم اول تعريف مرحله است
اي تعريف شود كه بتوان در هر  حالت بايد به گونه. گيريم يمحركت پسرو را در نظر . باشد يو هم پيشرو م

ام kيها فروشگاه يهاي باقيمانده برا توان تعداد يخچال يبنابراين م. مات مجاز را مشخص نموديحالت تصم
  .ام را به عنوان حالت در نظر گرفت۴تا 

  حركت پسرو
  :با توجه به اين كه هدف حداكثر كردن درآمد است داريم

  
( )

( )

( )

( ) ( ){ }
1

5 5

1 1

,
, ,1

0

max ,
k k
k k k

k k k k k k k
d D
S g S d
k k
U S

U S f S d U S
+

+ +
∈

=
=

=

= +

K

  

  
، يافتد كه ما به سه فروشگاه قبل يد توجه داشته باشيم كه تخصيص به فروشگاه چهارم، زماني اتفاق مباي

توان به فروشگاه چهارم اختصاص داد، برابر  يبنابراين، حداقل تعداد يخچالي كه م. ي داده باشيميها تخصيص
  :چون ۲است با 

  

  ها فروشگاه بهها  درآمد حاصل از توزيع يخچال

 اول دوم سوم چهارم
  فروشگاه 
  تعداد

0 0 0 0 0 
9 10 8 10 1 

20 20 18 18 2 

32  22  28  −  3  
45  30  40  −  4  
55  38  −  −  5  
−  45  −  −  6  
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پس جدول . است ۵ها برابر  قابل تخصيص به فروشگاه چهارم، طبق جدول دادهخچال يو حداکثر تعداد 
  :كنيم يمرحله چهارم را به صورت زير رسم م

  
 يرا که کل تقاضايمات مجاز نيستند؛ زيجزء تصم ۲و ۱، ۰ماتيمرحله سوم، توجه كنيد كه تصم يبرا

  :كنيم يحالا با هم جدول را پر م .خچال استيعدد  ۱۱ها  ر فروشگاهيسا
توانيم به فروشگاه  يهاي باقيمانده حداکثر پنج تا را م اگر سه يخچال، به فروشگاه سوم بدهيم، از يخچال

به فروشگاه  ۳و با تخصيص  ۵۵به فروشگاه چهارم، درآمد  ۵بنابراين باتخصيص . چهارم اختصاص بدهيم
. نيست ۴فروشگاه  يهاي مجاز برا تخصيص ءجز ۸و ۷، ۶ يها التتوجه كنيد كه ح. را داريم ۲۲سوم درآمد 

ن صورت پر يها را نيز به هم ها و ستون بقيه سطر. پذيرد ين در ستون اول، تنها سطر اول مقدار ميبنابرا
  :ت، جدول مرحله سوم به اين شکل استيدر نها. كنيم يم

  
  :ترتيب است جدول مرحله دوم نيز به اين

3k = 

*
3d  ( )3 3U S  

( ) ( )3 3 3 4 4,f S d U S+  
  

6  5  4  3  
3  77  45 20+  38 32+  30 45+  22 55+  8  
4  85  45 32+  38 45+  30 55+  −  9  
5  93  45 45+  38 55+  −  −  10  
6  100  45 55+  −  −  −  11  

 

3

3

     d
S

4k = 
4S ( )4 4U S *

4d 

2 20 2 
3 32 3 
4 45 4 
5 55 5 

 

 تخصيص حداكثر تعداد فروشگاه

 2 اول
 4 دوم
 6 سوم

 12 مجموع
 



 

 

  
 ۱توان به فروشگاه  ياست، پس م ۱۴بيش از  ۴و  ۳، ۲هاي  در مرحله اول، چون حداکثر تقاضاي فروشگاه

  : ميجدول مرحله اول دار ياست و برا ۱مات مجاز فروشگاه ين صفر جزء تصميبنابرا. چيزي نداد

  
  

 يها است كه در نتيجه با توجه به جدول ۱۳۵ها،  ها به فروشگاه خچاليص ي، حداکثر عايدي تخصبنابراين
  :فوق، داريم

  

  
  

10 40 30 55 135= + + +   درآمد حاصل از روش اول توزيع=
18 40 22 55 135= + + +   درآمد حاصل از روش دوم توزيع=

  
  حركت پيشرو

هاي توزيع شده  را تعداد يخچال در حركت پيشرو، حالت. کنيم ين مثال را با حركت پيشرو حل ميهم
  :گيريم يدر نظر م )امkشامل فروشگاه مرحله( امkهاي اول تا بين فروشگاه

  
( )

( )

( )

( ) ( ){ }
1

0 0

1 1

,
1, ,4

0

max ,
k k
k k k

k k k k k k k
d D
S g S d
k
U S

U S f S d U S
−

+ −
∈

=
=

=

= +

K

  

  

  4  3  2  1  فروشگاه
  تعداد

  تخصيص
  5  4  4  1 روش اول
  5  3  4  2 روش دوم

 

1k = 

*
1d  ( )1 1U S  

( ) ( )1 1 1 2 2,f S d U S+  
1

1

     d
S

  
2  1  0  

18  135  2يا 1 117+  10 125+  0 133+  14  

2k = 

*
2d  ( )2 2U S  

( ) ( )2 2 2 3 3,f S d U S+  
2

2

     d
S

  
4  3  2  1  

4  117  40 77+  28 85+  18 93+  8 100+  12  
4  125  40 85+  28 93+  18 100+  −  13  
4  133  40 93+    −  −  14  

 
28 100+
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2kبراي   .باشد يم ۱۱هاي بعدي حداکثر  چون مجموع تخصيص ۳حداقل حالت، برابر است با  =

  
  

  :نيبنابرا. تا است ۳روشگاه سوم، حداقل تخصيص براي ف

  
  

  
  

4k = 

*
4d  ( )4 4U S  ( ) ( )4 4 4 3 3,f S d U S+  

4

4

     d
S

  
5  4  3  2  

5  135  55 80+  45 88+  32 96+  20 103+  14  
 

3k = 

*
3d  ( )3 3U S  

( ) ( )3 3 3 2 2,f S d U S+  
  

6  5  4  3  
45  80  4يا 4 28+  38 40+  30 50+  22 58+  9  
45  88  5يا 3 40+  38 50+  30 58+  −  10  

5  96  45 50+  38 58+  −  −  11  
6  103  45 58+  −  −  −  12  
 

3

3

     d
S

2k = 

*
2d  ( )2 2U S  

( ) ( )2 2 2 1 1,f S d U S+  
2

2

     d
S

  
4  3  2  1  

28  −  28  3يا 2 0+  18 10+  8 18+  3  
  40  40 0+  28 10+  18 18+  −  4  

4  50  40 10+  28 18+  −  −  5  
4  58  40 18+  −  −  −  6  
 

4

1k =  
1S ( )1 1U S *

1d 
0 0 0 
1 10 1 
2 18 2 

 



 

 

  .است ۱۳۵و برابر با  يحداکثر سود عايدي در حركت پسرو و پيشرو با هم مساو
  تنزيل - ۳-۸
ه هزينه كند، با اين شرط ك يهايي احداث م سال آتي نيروگاه ۶ن برق يفرض كنيد شركت برق براي تام 

نيروگاه ميتوان  ۳در ضمن در هر سال حداکثر . نيمم شده و جوابگوي نياز مصرف كنندگان نيز باشديم
احداث کرد و اگر در سالي نيروگاهي ايجاد نكنيم، هزينه ثا بت وجود ندارد، در غير اين صورت يك هزينه 

نده يسال آ ۶نيروگاه در  يبرا يتجمع يجدول زير هزينه و تقاضا. شود ليون دلاري نيز بايد منظور يم ۲ثابت 
  :دهد يرا نشان م

  

  
  

  :با روش پسرو يا پيشرو، چنين جوابي خواهيم داشت مسألهبا حل 
  

  ليون دلاريم ۴۴۵= حداقل هزينه 
  

  
  

كمترين هزينه و با در نظر گرفتن ارزش فعلي توان هدف را يافتن تعداد ساخت بهينه با  يدر اين مثال م
شود،  يتر، اين موضوع بدين معني است كه ارزش يك دلاري كه امروز دريافت م به عبارت ساده. پول قرار داد

تواند براي دريافت سود  يزيرا يك دلار امروز م. شود يبيش از يك دلاري است كه در سال بعد دريافت م
  .شود ذاريگ سرمايهاضافي در طول سال 

  :سياست بهينه
  ۹۱  ۹۰  ۸۹  ۸۸  ۸۷  ۸۶  سال

  ۱  ۱  ۰  ۰  ۳  ۳  تعداد نيروگاه
 

 سال
  تقاضاي تجمعي در

 )نيروگاه(پايان سال 
  هر نيروگاه هزينه

 )ميليون دلار(

٨۶ ٥٤ ١ 

٨۷  ٥٦  ٢  
٨۸  ٥٨  ٤  
٨۹  ٥٧  ٦  
۹۰  ٥٥  ٧  
۹۱  ٥٢  ٨  
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  ۱۳۸۹مهر  IIجزوه تحقيق درعمليات  محمد سعيد صباغ
 

شود، تعريف  يرا به عنوان ارزش فعلي يك دلاري كه يك دوره بعد دريافت م βاي ه ضريب تنزيل يك دور
نشان داده شود، در اين صورت ارزش هر يك دلاري كه در هر دوره  iاگر نرخ سود براي هر دوره با . كنيم يم

1شود در پايان دوره به گذاري سرمايه i+ رسد يم .  
كنيم كه براي دريافت يك  ياين سوال را مطرح م iو نرخ سود βبطه بين ضريب تنزيلبراي مشاهده را

  شود؟ گذاري سرمايهدلار در دوره بعد، چقدر بايد در دوره فعلي 
  :آيد ير به دست ميواضح است كه اين مقدار از رابطه ز

  
1 1/i β+ =  
  

1به عبارت ديگر 
1 iβ = گذاري  سرمايه دوره بعد nبراي  iاگر در حال حاضر يك دلار با نرخ سود . +

)ni)1برابر با آن  دوره، ارزش تجمعي n؛ در اين صورت در پايان  كنيم و سود نيز به صورت مركب باشد + 

شود، برابر است با  يدوره بعد دريافت م nک دلاري كه يبنابراين ارزش فعلي هر . شود يم
( )

1
1 ni+

nβو يا  

.  
زيرا در هر دوره . باشد يپويا م ييزر پسرو برنامه يختن با رابطه برگشتيمفهوم تنزيل به سادگي قابل آم

رابطه . اي نزول دهيم را با ضريب تنزيل دورهآن  يك برگشت داريم كه ممكن است بخواهيم) مرحله(
  :باشد يي به صورت زير ميها مسألهبرگشتي براي چنين 
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  ها شبكه -۳-۹

ها  شبكه. كيل شده استكند تش يها را به هم متصل م گرهآن  هايي كه يك شبكه از چند گره و كمان
بتوان بعد از آن  اي است كه در شبکه با حلقه شبكه. هاي با حلقه و بدون حلقه انواع مختلف دارند؛ شبكه

  .ها، از يك گره دوباره به همان گره برسيم چند حركت در جهت كمان
  
  هاي بدون حلقه شبكه - ۳-۹-۱

ي كه ورودي داشته، اما خروجي نداشته باشند، آغاز ياه ها، كار را از گره ها وحالت براي تعيين تعداد مرحله
  .به عنوان مثال شبكه زير را در نظر بگيريد. كنيم يرا حذف مآنها  هاي وارد شده به ها و كمان م و گرهيکن يم

  
  

گره آخرين مرحله خواهد تنها  ۶لذا گره  .باشد يم ۶اي كه ورودي دارد، اما خروجي ندارد، گره  اولين گره
  :شود يبه آن، شبكه زير حاصل م واردهاي  گره و كمانآن  با حذف .بود

  

  
  

تنها گره مرحله ماقبل آخر  ۴در نتيجه گره  است؛ ۴اي كه ورودي دارد، اما خروجي ندارد، گره  حال گره
  .گره موجود برسيمآخرين  دهيم تا به ين صورت ادامه ميمز به هيها را ن بر روي ساير گره كار .خواهد بود

  
  هاي داراي حلقه شبكه - ۳-۹-۲

  :شوند يها نيز به دو دسته تقسيم م بايد در نظر داشته باشيم كه خود اين شبكه
  حلقه با طول منفي .۱
 حلقه بدون طول منفي .۲

1 
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 يها مسألهبراي حل . برد يم ∞−كند و به سمت  يتر م افتادن در حلقه با طول منفي، تابع هدف را منفي 
  :كنيم ين صورت عمل ميپويا، به ا يريز داراي حلقه به روش برنامه

به عنوان مثال شبكه زير را . گيريم يهاي واسطه در نظر م ها، حداکثر تعداد گره مسألهمرحله را براي اين 
  : در نظر بگيريد

  

  
  

به  ۴و از  ۴به  ۵و از  ۵به  ۱رفت و يا اين كه از  ۶به  ۱توان مستقيما از  يم ۶ه به گر ۱براي رفتن از گره 
  .گره واسطه داريم ۲كه در حالت دوم . رفت ۶

هرگاه گره مقصد . شود يها مطرح م است كه در شبكه يمهم يها مسألهترين مسير يكي از  يافتن كوتاه
با استفاده از . شود يباشد، از حركت پيشرو استفاده م معلوم باشد، از حركت پسرو و هرگاه گره مبدا معلوم

  .دهيم ييك مثال روش حل را توضيح م
  

  :۱مثال 
طول  .ها را بيابيد به ساير گره ۱شرو، طول كوتاهترين مسير از گره يدر شبكه زير، با استفاده از حرکت پ

  .نوشته شده استآنها  ها بر روي ناكم
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 . شود ياين مورد مشخص م ۵-۲- ۱- ۵با كنترل مسير  .شبكه بالا، يك شبكه داراي حلقه است

 
  شرويپ: حرکت
  امnگره واسطه بين دو نقطه در مرحله nداشتن حداکثر: مرحله

  
( )nV j=  به گره ۱طول مسير بهينه از گرهj مشروط بر اين كه حداکثرn گره واسطه داشته باشيم.  

i jd=  از گره  کمانطولi به گره j  
  

  :رابطه بازگشتي
( ) ( ){ }1min 1,2,n ij ni

V j d V i n−= + = K  
  

0)(بنابراين به عنوان مثال  iV و گره  ۱ن گره يمقدار فاصله بدون گره واسطه بi دهد و  يرا نشان م
1( )V i  و گره  ۱مقدار فاصله بهينه بين گرهi دهد يک واسطه نشان ميبا حداکثر  ييرهايمس يرا برا.  
. ميده يش مينما jو مقصد را با  iمبدا را با آن  م که دريسينو يها مijdک جدول ازيشروع کار،  يبرا 

  .را اختصاص داد ∞د مقدار يوجود ندارد، با کمانيکه  ييها در خانه
)م و در آنيکن يک ستون اضافه ميسپس در سمت راست جدول   )0V i م که اين مقدار ينويس يرا م

  .دهد يگره واسطه نشان م ۰را با حداکثر  iتا گره  ۱فاصله بين گره 
)ين جدول براييجديد در پا ک سطريدر مرحله بعد   )1V j اين سطر، مقدار بهينه فاصله . ميکن يجاد ميا

بدست آوردن  ي، برايبا توجه به رابطه بازگشت. دهد يگره واسطه نشان م ۱را با حداکثر  jتا گره ۱بين گره 
)ک از يمقدار هر  )1V j هر يها، به ازاj کمترين مقدار حاصل جمع( )0V i  وijd تمام يرا به ازاi  ها به

. است jو سپس به گره  iبه گره  ۱ر از گره يآوريم که اين مقدار نشان دهنده کمترين طول مس يدست م
)در واقع در اين مرحله )0V i با ستون يرا به طور ستونk  کنيم و کمترين مقدار يبه جمع م -ام جدول از 

)را آن  )1V j يعني. مينام يم:  
  

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ } { }

( ) ( ){ } { }

( ) ( ){ } { }

( ) ( ){ } { }

( ) ( ){ } { }

1 0i
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1 0 2i i

1 0 3i i

1 0 4i i

1 0 5i i

1 0 6i i

min

1 min 0

2 min min 7 8, 2 8 10

3 min min 16 7 23

4 min min 18 7,13 2 15
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6 min min 2 0,0 2 2
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)در مرحله بعد  )1V j  را به ستون( )1V i که  ييدهيم تا جا يرا ادامه م ات فوقيم و عمليکن يمنتقل م

  .جواب بهتر نشود
  

  
  

)پس از محاسبه )3V j شود كه بهبودي نسبت به  يم  مشاهده( )2V j نتيجه به دست . حاصل نشده است
  :آمده، با توجه به جدول عبارت است از

  .كند يعبور م ۲و  ۶و  ۱هاي  است و به ترتيب از گره ۱۰با طول  ۲به گره  ۱مسير بهينه از گره 
  .كند يعبور م ۳و  ۴و  ۶و  ۱هاي  است و به ترتيب از گره ۲۱با طول  ۳به گره  ۱مسير بهينه از گره 

  ...ن ترتيبيو به هم
 

  :۲مثال 
   .را بيابيد ۳در شبكه زير، با استفاده از حرکت پسرو، طول كوتاهترين مسير از هر گره به گره 

i jd j ( )0V i ( )1V i ( )2V i 
1 2 3 4 5 6 

i 

1 0 ∞ ∞ ∞ 7 2 0 0 0 
2 1 0 ∞ 13 ∞ 23 ∞ 10 10 
3 ∞ ∞ 0 ∞ 8 ∞ ∞ 23 21 
4 ∞ ∞ 6 0 ∞ 13 ∞ 15 15 
5 13 8 16 18 0 ∞ 7 7 7 
6 ∞ 8 ∞ 13 ∞ 0 2 2 2 

( )1V j 0 10 23 15 7 2    
( )2V j 0 10 21 15 7 2    
( )3V j 0 10 21 15 7 2    

 



 

 

  
  

هايي كه به  ، گرهمسألهدر تعيين مرحله براي اين  .ن شبكه، يك شبكه داراي حلقه استيواضح است که ا
مرتبط  ۳هايي كه حداکثر با يك گره واسطه با گره  ارتباط دارند، در مرحله اول، گره ۳م با گره يطور مستق

سطه دو گره را به هم مرتبط گره وا mکه حداکثر با  ييرهايمس يهستند، در مرحله دوم و به طور کل
1mکنند، در مرحله  يم مرحله، آخرين  گره داشته باشد، nب، اگر شبكه يبه اين ترت. شوند يم يبررس +

1nمرحله  2nآن  ام خواهد بود که در − همچنين چون گره مقصد مشخص . گره واسطه خواهيم داشت −
هاي هر گره مشخص  يد خروجيباشد و براي يافتن مسير بهينه، با ياست، حركت مناسب حركت پسرو م

  .شود
 

  پسرو: حرکت
  امnگره واسطه بين دو نقطه در مرحله nداشتن حداکثر: مرحله

( )nU i= طول مسير بهينه از گرهi  مشروط بر اين كه حداکثر ۳به گرهn گره واسطه داشته باشيم.  
i jd=  از گره  کمانطولi  به گرهj  
  

  :رابطه بازگشتي
( ) ( ){ }1min , n 1,2,n i j nj

U i d U j−= + = K  
  

با اين تفاوت که . كنيم يتر از فرمول، جدولي به شكل زير رسم م احتمانند مثال قبل، براي استفاده ر
)شروع يم، بايد برايکن يچون از حرکت پسرو استفاده م )0U j  ن جدول ييک سطر جديد در پايرا در

)م و يسيبنو )1U i روش  يبررس يبرا. ميد در سمت راست جدول محاسبه کنيجديد را در يک ستون جد
  :دير را مشاهده کنيکار جدول ز
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)وقتي دو ستون متوالي )iU j و( )1jU i+ جاد يبهبودي ا يبه طور کامل برابر شدند، يعني رابطه بازگشت

بنابراين نيازي به ادامه . كند يکه دوباره به کار رود، دوباره همان ستون را ايجاد م ينکرده است و در صورت
  .دادن نيست و جواب به دست آمده بهينه است

  

i jd j ( )1U i ( )2U i ( )3U i 
1 2 3 4 5 6 

i 

1 0 1− 7 10 5 ∞ 7 7 7 
2 6 0 ∞ 4 5 ∞ 13 13 13 
3 4 ∞ 0 ∞ 6 ∞ 0 0 0 
4 5 ∞ ∞ 0 ∞ 5 12 12 12 
5 ∞ 2− ∞ 8 0 ∞ ∞ 11 11 
6 6 10 ∞ ∞ ∞ 0 13 13 13 

( )0U j 7 ∞ 0 ∞ ∞ ∞    
( )1U j 7 13 0 12 ∞ 13    
( )2U j 7 13 0 12 11 13    

 



 

 

  احتمالي يها مسأله - ۳-۱۰
 يا ريزي پويا، پديده برنامه مسألهاما وقتي كه در يك . قطعي را در نظر گرفتيم يها مسألهتا اينجا ما تنها 

، به تنهايي حالت فرآينداز  يا م مشخص براي يك حالت از مرحلهيوجود داشته باشد، يك تصم  يغيرحتم
  . كند يسيستم را در مرحله بعد تعيين نم

م يو تصم kمرحله  kS، با فرض اين كه سيستم در حالت يريزي پويا تحت شرايط غير حتم مهدر برنا
°دهد كه متغير تصادفي  يباشد، يك حادثه احتمالي رخ م kdفعلي  kE استآن  نشانگر.  

زان تقاضا احتمالي است با دانستن موجودي در ابتداي ماه يكه م يتوليد، هنگام مسألهبه عنوان مثال در 
 يها مسألهدر . زان موجودي در ابتداي ماه بعد قطعي نيستيماه، مآن  زان توليد درين مو مشخص شد

ها، هدف،  مسألهدر اين گونه . احتمالي، حالت، تصادفي است و ما يك شبكه با ساختار ثابت نداريم
ها در  اين بدين معني است كه اگر اين برنامه بار. د رياضي مسيري است كه بايد طي شوديام سازي بهينه

باشد اما ممکن است در  يشرايط ثابت تكرار شود، سياست مشخص شده، در دراز مدت بهترين سياست م
  .نباشد ياست مناسبيکوتاه مدت س

  :باشد ين صورت مياحتمالي به ا يها مسألهرابطه برگشتي . احتمالي، نوع حركت پسرو است يها مسألهدر 
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  :مثال

موجودي در ابتداي برنامه صفر . نماييم يريز ويژه در دو دوره، برنامه خواهيم براي توليد يك كالاي يم
  .باشد ياست و تقاضا به صورت جدول زير م

  

  
  

آن  توان در هر دوره به تعداد لازم از يليون تومان است كه ميم ۲۰هزينه توليد يك واحد از اين كالا 
ليون تومان يم ۴۰ليون تومان و در دوره دوم يم ۳۰د از اين كالا در دوره اول قيمت فروش هر واح. توليد كرد

گيرد و  يليون تومان هزينه انبارداري تعلق ميم ۵/۰در پايان هر دوره به هر واحد موجود در انبار . باشد يم
يين هدف تع. رسد يليون تومان به فروش ميم ۱۰پس از پايان دوره، هر واحد موجود به قيمت حراجي 

  .است هرسال اين كالا در دو دوره در دراز مدت برای  سياست بهينه توليد

 ۱دوره  ۲دوره 

 تعداد احتمال تعداد احتمال

0.6  0  0.25  0  
0.4  1  0.75  1  
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  :روش حل

  :كنيم يرا حل م مسألهباشد،  ياحتمالي، حركت مورد نظر حركت پسرو م يها مسألهبا توجه به اين كه در 
. گيريم يدر نظر م kرا مقدار كالاي موجود در ابتداي دوره  kSک مرحله و حالتيد را يهر دوره تول

باشد؛  يم ۲آن  شود كه حداکثر مقدار يمقدار كالايي است كه در دوره دوم اضافه آمده و حراج م 3Sن يبنابرا
±همچنين . واحد در دوره دوم توليد کرد ۱واحد در دوره اول و  ۱توان  يزيرا حداکثر م

3S  يك متغير تصادفي
  :است كه تابعي است از

° ±( )3 2 2 2, ,S g S d E=  
  

  .كنيم يحله سوم شروع ماولين گام از حرکت پسرو را از مر

  
  

را  1و 0تواند مقادير يم 2Sدر مرحله دوم با توجه به اين كه حداکثر يك واحد از قبل توليد شده است،
2در حالت . بگيرد 1S  .را بگيرد 0ک واحد است، توليد بايد مقداري، از آنجا که تقاضا حداکثر =

 

3k =  
3S ( )3U S 

0 0 
1 10 
2 20 

 



 

 

  :ن شکل استياجدول مربوط به مرحله دوم به 

  

2k =  
1  0  2S 

0  1  0  2d  
  تعداد  0  0  1  0  1

ش
فرو

  احتمال  1  0.6  0.4  0.6  0.4  

0  1  0  1  0  ±
3S  

  انبار  0  0.5  0  0.5  0

ينه
هز

  توليد  0  20  20  0  0  

  فروش  0  0  40  0  40
مد

درآ
  0  10  0  10  0  ( )3 3U S  

  سود  0  −10.5  20  9.5  40

  احتمال × سود  0  −6.3  8  5.7  16

  د رياضي سوديام  0  1.7  21.7

21.7  1.7  ( )2 2U S  
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 :كنيم ين صورت پر ميدر مرحله  اول جدول زير را رسم كرده و به ا

 
  

)بالا،  يها دقت كنيد كه در جدول )k kU S يد رياضي سود به ازايبرابر است با حداكثر ام kdيها 
) kS(ک حالت يم که در هر مرحله در يريتصميم بگ ميتوان يمآن  خاص و بر اساس kSهر  يمختلف برا

  .شتر شوديسود ب ياضيم تا اميد ريرا بگير) kd(م يخاص، کدام تصم
  

  :نتيجه
پس از . مين صورت است كه در مرحله اول كه حالت صفر است يك واحد توليد کنيم بهينه به ايتصم

م بهينه براي دوره بعد، يول صفر بود، تصماگر تقاضاي دوره ا. شود يطي دوره اول تقاضاي اين دوره معلوم م
م بهينه، توليد ينداشتن توليد است و اگر كالاي توليد شده در دوره اول به فروش رفت، در مرحله دوم تصم

  .يك واحد است
  
  مسائل - ۳-۱۱

 ۳در هر سال حداکثر .(مسئله احداث نيروگاه در جزوه را با استفاده از حرکت پيشرو حل نماييد .۱
 .)توان احداث نمود ينيروگاه م

1k = 

0  1S 

1  0  1d  

  تعداد  0  0  1

ش
فرو

  احتمال  1  0.25  0.75  

0  1  0  ±
2S  

  انبار  0  0.5  0
ينه

هز
  توليد  0  20  20  

  فروش  0  0  30

مد
درآ

  1.7  21.7  1.7  ( )2 2U S  

  سود  1.7  1.2  11.7

  احتمال × سود  1.7  0.3  8.775

  د رياضي سوديام  1.7  9.075

9.075  ( )1 1U S  



 

 

احداث کند با اين شرط  يهاي بايد نيروگاه يسال آت ۴تامين برق  يفرض کنيد شرکت برق برا .۲
 يدر ضمن اگر در سال. نيازمصرف کنندگان باشد يجوابگوآنها  که هزينه مينيمم شده و تعداد

ميليون  ۳بت وجود ندارد در غير اين صورت يک هزينه ثا يايجاد نکنيم هزينه ثابت ينيروگاه
 .با حرکت پيشرو سياست بهينه را تعيين کنيد. شود يمنظور م يدلار

 
  

چگونه وانت ها را . فروشگاه تخصيص دهيم ۳را به آنها  خواهيم يداريم و م يوانت توت فرنگ ۳ .۳
مراحل، حالتها و  .نوع حرکت پسرو باشد. فروشگاه توزيع کنيم تا حداکثر سود عايد شود ۳بين 

 .را مشخص نماييد يرابطه بازگشت

 

  
  

لازم  يها ها زمان پروژه يبا توجه به منابع تخصيص يافته برا. پروژه در دست اجرا دارد ۳ يشرکت .۴
دلار  ۴۰۰۰۰خواهد  يها م کاهش اين زمان يمديريت برا.باشد يهفته م ۳۶و  ۴۰، ۳۰ي آنها برا

در جدول آمده  يبر حسب بودجه اضاف ها هاي جديد انجام پروژه زمان .خرج نمايد ياضاف بودجه
سبب  اهش را در مجموع زمان پروژه هاچگونه هزينه گردد تا بيشترين ک ياين بودجه اضاف. است
 )پيشرو.(شود

  

  فروشگاه
  تعداد وانت

  سود مورد انتظار
۱  ۲  ۳  

۰  ۰  ۰  ۰  
۱  ۹  ۱۱  ۹  
۲  ۱۵  ۱۶  ۱۴  
۳  ۱۶  ۱۸  ۱۷  

 

 هزينه هر نيروگاه
  )ميليون دلار(

 يتجمع يتقاضا
  سال  در پايان سال 

۵۸  ۱  ۸۲  
۵۷  ۳  ۸۳  
۵۵  ۵  ۸۴  
۵۳  ۶  ۸۵  
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هر عدد از کالا به قيمت . ع زير استتوزي يو دارا يدر تير و مرداد غير قطع يکالاي يتقاضا .۵
هر ماه  يلازم است که سفارش در ابتدا. رسد يتير و مرداد به فروش م ياه در ماه ومانت ۲۰۰۰

موجود در انبار در آخر هر  يبه هر واحد کالا. همان ماه تحويل گردد يصورت بگيرد تا در ابتدا
اول شهريور هر  يوليه صفر و موجودا يموجود. گيرد يتعلق م يهزينه نگهدار ومانت ۲۰۰ماه 

. باشد يهر واحد م يت برا ۱۰۰۰قيمت خريد برابر . تومان به فروش خواهد رسيد ۵۰۰عدد 
 .مطلوب است تعيين سياست بهينه

  

  
 

مه برنا يدر ابتدا يموجود. کنيم يريز ويژه در دو دوره برنامه يتوليد يک کالا يخواهيم برا يم .۶
ميليون  ۳۰هزينه توليد يک واحد از اين کالا . صفر است و تقاضا به صورت جدول زير است

قيمت فروش هر . توان به تعداد لازم در هر دوره يا دوره بعد ازآن توليد کرد يتومان است که م
 در. باشد يميليون تومان م ۳۰ميليون تومان و در دوره دوم  ۴۰واحد از اين کالا در دوره اول 

. گيرد يتعلق م يميليون تومان هزينه انبار دار ۵/۰پايان هر دوره به هر واحد موجود در انبار 
سياست بهينه  .رسد يميليون تومان به فروش م ۱۵ يپس از پايان دوره هر واحد به قيمت حراج

 توليد چيست؟ 
  

  مرداد  تير  ماه
  ۲  ۱  ۰  ۱  ۰  تعداد تقاضا

  ۱/۰  ۲/۰  ۷/۰  ۲/۰  ۸/۰  احتمال
 

بودجه 
  اضافي

  زمان اجرا
  ۳پروژه   ۲پروژه   ۱پروژه 

۰  ۳۰  ۴۰  ۳۶  
۱۰  ۲۴  ۳۲  ۳۰  
۲۰  ۲۰  ۲۶  ۲۴  
۳۰  ۱۶  ۲۲  ۲۰  
۴۰  ۱۴  ۱۸  ۱۸  
 



 

 

  
  

  ۱دوره   ۲دوره 

  تعداد  احتمال  تعداد  احتمال

۵/۰  ۰  ۴/۰  ۰  
۵/۰  ۱  ۶/۰  ۱  
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